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1 EQUAZIONI DI GRADO SUPERIORE
AL SECONDO

In questo capitolo ci proponiamo di risolvere equazioni algebriche di grado
superiore al secondo. Prenderemo in considerazione tre casi:

¢ le equazioni binomie (della forma ax™ +b = 0)
« le equazioni trinomie (della forma ax?™ + bx™ + ¢ = 0)

e le equazioni riconducibili al prodotto di due o piui fattori

1.1 EQUAZIONI BINOMIE

Tra le equazioni di grado superiore al secondo, le equazioni binomie sono le piu
semplici. Sono della forma:
ax™+b=0

con a e b numeri reali e a # 0.
Per esempio, sono equazioni binomie:

e x3—-8=0 o x*—16=0 e x6—1=0

La soluzione di un’equazione binomia dipende dall’esponente n cui & elevata
la x.

e Se n e dispari, la soluzione dell’equazione binomia e data da

Infatti e possibile estrarre la radice di indice dispari di qualunque numero

reale indipendentemente dal segno della quantita Yt

e Se n é pari, dobbiamo distinguere due sottocasi.

— Se i coefficienti a e b sono discordi, cioeé se hanno segno diverso, allora
I'equazione binomia ha due soluzioni:

()
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- L b Ce s
Infatti in questo caso la quantita —— e positiva, per cui si puo estrarne
a

la radice.

- Se invece a e b sono concordi, cioé hanno segno uguale, 'equazione bi-

nomia non ha soluzioni. Infatti la quantita —— & negativa, per cui non si
a

puo estrarne la radice.

Esercizio 1. Risolvi I’equazione x3 — 8 = 0.

Soluzione. Scriviamo l’equazione come

Possiamo estrarre la radice senza preoccuparci del segno perché 1’esponente di x &
dispari, da cui

x=v8 = x=2

L’equazione ha dunque una soluzione e

§={2} O

Esercizio 2. Risolvi I’equazione x> + 8 = 0.

Soluzione. Scriviamo 1’equazione come

Poiché x e dispari, estraiamo la radice senza preoccuparci del segno:
3
x=vV-8 = x=-2
L’equazione ha dunque una soluzione e

§={-2} O



Esercizio 3. Risolvi I’equazione x* — 16 = 0.

Soluzione. 11 coefficiente del termine in x & 1, mentre il termine noto & —16. Poiché
i due numeri sono discordi abbiamo due soluzioni distinte date da

x*=16 — x=+V16=+2
ovvero

§={-2,2} O

Esercizio 4. Risolvi I’equazione x* + 16 = 0.

Soluzione. 1l coefficiente del termine in x € 1, e il termine noto & 16. Poiché i due
numeri sono concordi, I'equazione & impossibile:

§=10 O

1.2 EQUAZIONI TRINOMIE

Passiamo a un caso pitt complesso di equazioni di grado superiore al secondo:
le equazioni trinomie, che si presentano nella forma

ax®™ +bxM 4 ¢ =0 (1)

con a, b e c numeri reali e a # 0.
Per esempio, sono equazioni trinomie:

x* —5x2 +4 =0 xP—2x241=0 X6+ 93 4+8=0

Per trovare le soluzioni di un’equazione trinomia basta fare un cambiamento di
variabile: ponendo x™ = t si ottiene

at? +bt+c =0 (2)

cioe un’equazione di secondo grado nell’incognita t. Sappiamo che un’equazione
di secondo grado ha soluzioni in base al segno del discriminante A = b? —4ac.
Procediamo quindi per casi.

Se A < 0 l'equazione 2 non ha soluzioni e di conseguenza nemmeno la
trinomia 1 a essa associata ne ha.
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b
e Se A = 0 l'equazione 2 ha una sola soluzione data da t = “3q Dunque,

ricordando che t = x™, ci troveremo a risolvere I'equazione binomia

b
2a

Xt =

e Se A > 01’equazione 2 ha due soluzioni distinte del tipo

‘= —b+ Vb2 —4ac
o 2a

Tornando all’incognita x dobbiamo risolvere

. —b—+vbZ—dac n_ —b+vb2—4dac

= 2a x 2a

ovvero due equazioni binomie.

Le equazioni trinomie includono un caso particolare, la famiglia delle cosiddette
equazioni biquadratiche, che si presentano nella forma

ax* +bx2+c=0

Esercizio 5. Risolvi I’equazione x* —5x% +4 = 0.

Soluzione. Facciamo la sostituzione x? = t:
t2-5t+4=0 = (t—1)(t—4)=0

da cui
t=1 V t=4

Ritorniamo all’incognita x ponendo t = x?:

x2=1 V x(=4
da cui
x=41 V x=42

Quindi:
§={-2,—-1,1,2} O
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Esercizio 6. Risolvi I’equazione x® —9x3 4+ 8 = 0.

Soluzione. Facciamo la sostituzione x> = t:
t2—9%t+8=0 = (t—1)(t—8) =0

da cui
t=1 V t=38
Ritorniamo all’incognita x ponendo t = x3:
¥*=1 VvV ¥*=8 = x=1 V x=2
Quindi:
8 ={1,2}

Esercizio 7. Risolvi I’equazione x* +2x% +1 = 0.

Soluzione. Cambiamo la variabile ponendo x? = t:

242t+1=0 = ({t+1)72=0 = t+1=0 =—

Tornando alla prima variabile troviamo I'equazione binomia
x? =1

che non ha soluzione. Dunque 'equazione data non ha soluzione:

§=10
Esercizio 8. Risolvi I’equazione x* —2x% +1 = 0.

Soluzione. Cambiamo la variabile ponendo x? = t.

2-2t+1=0 = (t—12=0 = t—-1=0 =—

Torniamo alla prima variabile:
=1 = x=x=I

Quindi:
§={-1,1}

t=—1

t=1

5
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Esercizio 9. Risolvi I'equazione x* +x? +1 = 0.

Soluzione. Cambiamo la variabile ponendo x? = t:

P 4+t+1=0
che non ha soluzioni, perché A = 12 —4.1.1 = —3 < 0. Di conseguenza nemmeno
I'equazione data ne ha:
§=10 O

1.3 EQUAZIONI RICONDUCIBILI AL PRODOTTO DI PIU
FATTORI

Tramite opportune scomposizioni si puo spesso ricondurre un’equazione di gra-
do superiore al secondo a prodotti di polinomi di primo e secondo grado, o a
equazioni binomie e trinomie. Si procede come segue:

e si portano tutti i termini al primo membro

e si scompone il polinomio al primo membro con uno dei metodi noti (racco-
glimento totale, raccoglimento parziale, quadrato di un binomio, differenza
tra due quadrati, trinomio speciale, regola di Ruffini)

e si applica la legge di annullamento del prodotto, uguagliando a zero ciascun
fattore

e si mettono insieme tutte le soluzioni trovate

Vediamo come funziona il procedimento attraverso qualche esempio.

Esercizio 10. Risolvi I'equazione x> — 9x = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro con un raccogli-
mento totale e poi con la differenza di quadrati:

B—9x=0 = x(x*-9)=0 = x(x=3)(x+3)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x=0 V x-3=0 V x+3=0

da cui

Quindi:
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Esercizio 11. Risolvi I'equazione x> — 3x = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro con un raccogli-

mento totale:
2

x> —3x=0 = x(x*-3)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x=0 V x*-3=0

da cui
x=0 V x=+V3

Mettiamo insieme le soluzioni:

8§ — { /3,0, fs} m
Esercizio 12. Risolvi 'equazione x> 4+ x? —4x —4 = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro con un raccogli-
mento parziale e poi con la differenza di quadrati:

Xx+1)—4(x+1)=0 = [x+1)x*-4)=0 = (x+1)(x—=2)(x+2)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x+1=0 V x—2=0 V x+2=0

da cui
x=—1 V x=2 V x=-2

Quindi:
§={-2,-1,2} O

Esercizio 13. Risolvi I'equazione 4x3 +x% —4x —1 = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro:
XUx+1)—(dx4+1)=0 = [@x+1)x*=1)=0 = (@x+1)(x—1)(x+1)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:

Ix+1=0 V x—1=0 V x+1=0
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8
da cui :
x=—7 Vo ox=1 V x=-1
Quindi:
1
§= { —1,—1,1 } O
00 q o 7 0 4 16 2
Esercizio 14. Risolvi 'equazione x” — oX = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro con un raccogli-

mento totale e poi con la differenza di quadrati:

4 ]62:0 == x2<x2—]96>20 == x2<x—§>(x+§):o

Uguagliamo a zero ciascun fattore:

x2=0 V x—%‘:o v x+§:o
da cui A 4
x=0 V x=3 V x=-—3
Quindi:
BER)

Esercizio 15. Risolvi I'equazione x* — 2x? = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro

x—2x2=0 = x*(x*-=2)=0

Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x2=0 V x*-2=0

da cui
x=0 V x=+V2

Quindi:
8= { —V/2,0, \fz}
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Esercizio 16. Risolvi I'equazione x> —5x? +4x = 0.

Soluzione. Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro con un raccogli-
mento totale e poi con la regola del trinomio speciale:

B2 +ax=0 = x(x?=5x+4)=0 = x(x—4)(x—1)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x=0 V x—4=0 V x—-1=0

da cui
x=0 V x=4 V x=1

Mettiamo insieme le soluzioni:

§=1{0,1,4} O

Esercizio 17. Risolvi I'equazione 2x3 + 3x? — 5x = 0.

Soluzione. Raccogliamo x nel polinomio al primo membro:
23 +3xF+5x=0 = x(2x*+3x—5)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x=0 V 2x*+43x—5=0

Risolviamo I"’equazione di secondo grado:

. —3++/(-3)2—-4-2-(-5) —3+9+40 —3+V49 347

2-2 2:-2 4 4
da cui
—3-7 10 5 —3+7
=g Ty VoxEeg =l



10

| EQUAZIONI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

2

Esercizio 18. Risolvi I'equazione 2x3 —x% —x = 0.

Soluzione. Raccogliamo x nel polinomio al primo membro:
23 —x2—x=0 = x(2x*—x—-1)=0
Uguagliando a zero ciascun fattore:
x=0 V 2x*—x—-1=0
Risolviamo I'equazione di secondo grado:

(D V(1242 (1) 1£VT+8  1+£V9 143
x= 2.2 -4 T T4 T g

da cui 1-3 2 1 1+3
- +
=y Ty Y oxE g =l

Mettiamo insieme le soluzioni:

Esercizio 19. Risolvi I'equazione 6x> —x? —2x = 0.

Soluzione. Raccogliamo x nel polinomio al primo membro:
6x3—x2—2x=0 = x(6xX—x—2)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x=0 V 6x*—x-2=0
Risolviamo l'equazione di secondo grado:

(D EV(1)2—4-6-(-2) 1£V/T+48 1£V4A9  1x7
= 2.6 “ T 12 T 12 T 12

da cui
1-7 6 1 1+7 8 2
X = = —_—— = —— \/ X = —

12 12 2 12 1203
Mettiamo insieme le soluzioni:
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Esercizio 20. Risolvi I'equazione x> — 6x% + 11x — 6 = 0.

Soluzione. Scomponiamo il polinomio al primo membro P(x) con la regola di Ruf-
fini.

PM=13-6-124+11-1—6=1-6+11-6=0
quindi P(x) si scompone come (x — 1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo grado.
1 -6 11| —6

1 5| 6
‘1—5 6‘0

Allora:
x3—6x2 +11x—6=(x—1)(x* = 5x +6)

Per la regola del trinomio speciale I'equazione diventa:
(x—=1(x*=5x+6)=0 = (x—=1)(x—=2)(x—3)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x—1=0 V x—-2=0 V x-3=0

da cui
x=1 V x=2 V x=3

In conclusione:
§={1,2,3} O

Esercizio 21. Risolvi I'equazione x> +x? — 10x + 8 = 0.

Soluzione. Scomponiamo il polinomio al primo membro P(x) con la regola di Ruf-
fini.
P()=(1)*+(1)2=10-(1)+8=1+1-104+8=0

quindi P(x) si scompone come (x — 1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo grado.

1 1 —10| 8
1 2| -8
‘ 1 2 —8‘ 0

11
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Quindi:
x> 4 x2—10x+8 = (x — 1) (x* + 2x — 8)
Per la regola del trinomio speciale I'equazione diventa:
x=Nx*+2x-8)=0 = (x—1(x—2)(x+4) =0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x—1=0 V x—-2=0 V x+4=0

da cui

In conclusione:
§={-4,1,2} O

Esercizio 22. Risolvi I'equazione x3 — 7x% +4x + 12 = 0.

Soluzione. Scomponiamo il polinomio al primo membro P(x) con la regola di Ruf-
fini.

P(—1) = (=13 =7(=1)? +4(-1)+12=—1-7—4+12=0
quindi P(x) si scompone come (x + 1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo grado.
1T =7 4 12

1 8| —12
‘ 1 -8 12‘ 0

Per la regola del trinomio speciale I'equazione diventa:
(x+1)(x2—=8+12)=0 = (x+1)(x—6)(x—2)=0
Uguagliamo a zero ciascun fattore:
x+1=0 V x—6=0 V x—-2=0

da cui

In conclusione:
§={-1,2,6} O
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Esercizio 23. Risolvi I'equazione x> — 7x —6 = 0.

Soluzione. Scomponiamo il polinomio al primo membro P(x) con la regola di Ruf-
fini.
P(-1)=(=1P =7 (-1)—6=—147-6=0
quindi P(x) si scompone come (x + 1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo grado.
1 0 —7| —6
—1 1 6
IR

Quindi:
X3 —7x—6=(x+1)(x*—x—6)

Per la regola del trinomio speciale I'equazione diventa:
¥ —7x—6=0 = (x+1)x*—x—6=0 = (x+1)(x—3)(x+2)=0
Uguagliando a zero ciascun fattore:

x+1=0 V x—=3=0 V x+2=0

da cui
x=—1 V x=3 V x=-2

In conclusione:
§={-2,—-1,3} O

1.4 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

Risolvi le seguenti equazioni binomie.

@ 31 -1=0 [il} @ x-1=0 —1,1]
3

1

@ 381 +1=0 [impossibile] @ -1=0 [iﬂ

2
4 _
® 381 -16=0 [13} © ' +1=0 [impossibile]
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Risolvi le seguenti equazioni trinomie.

@ -8x?*+16=0

© 2 -20:24+18=0
€ - 13x*+36=0
€@ -2x-15=0

(-3,

Risolvi le seguenti equazioni riconducibili al prodotto di due o fattori.

x3—2x2—x+2=0
x—2x*=0

x3+3x2—x—3=0
X3 +4x% +4x =0
x3 —4x? +3x =0
X3 —4x? +x—4=0
X3 +3x2 +2x =0
X3 —=3x2+2x =0
x3—9x? 4+ 8x =0
X3 +2x% —4x—8=0

0000000000

+2] @P x*+6x2+9=0 [impossibile]
11,3 @ X —7x2+6=0 [—fe,—m,\@
-3,-2,2,3] @ x*—7x2+12=0 [—z,—\/§,\/§,z}
[_ﬁ,\@} @ -2x2-3=0 [i\@]
-1,1,2] €@P P +x*2—-9x—-9=0 [—3,-1,3]
{O,l} €@ 4342 —4x—4 —1,1]

2 )
[—3,—1,1] @ 2 +3x?—5x=0 {—i,o,]
[—2,0] 1 2:
3.2 9y — __ 0=z

0,1,3] @ 6> x*—2x=0 [ 2,0,3_
4 @@ 6x3+13x2+6x=0 [—%,—g,o
[—2,—1,0] ]
0,1, € ¥ —6x? +9x=0 [0,3]
0,1,8 € ¥ +x*+x=0 [0]
(2,2 €Y x> —-2x2—15x=0 [-3,0,5]

Risolvi le seguenti equazioni di grado superiore al secondo dopo aver scomposto il

polinomio a primo membro con la regola di Ruffini.

x3 =22 —5x+6=0
—x—30=0
X3+ +x—6=0
X3 +5x% —2x —24 =0
X3 —7x>4+4x+12=0
x3—3x+2=0

X3 +2x2 +2x+1=0

x3 + 6x2

Risolvi le seguenti equazioni.

@ -3x*+2=0
@ -9%x*+20=0

12x3 +x2—10x—3 =0 {f

301
Z’*?]}

[(—2,1,3]
[-5,—3,2]
[—3,—2,1]
[—4,-3,2]

[—1,2,6]

(=2,1]
[—1]

[i],iﬁ]

[iz, j:\fS}

© ©

12
6x3 —7x2 —x+2=0 [7,5,1}
x> +3x2 +4x+4=0 [—2]

3 2
3 2 7 2~
6x° +7x*—7x—6=0 [ i1 3,1}
2x3 +5%x2 +5x+2=0 [—1]
x3—3x24+3x—1=0 ]

1
x4 =53 +5x—2=0 [—1,5,1,2}

42 —6=0 [i\/i}

9x4 —2x2 = 0 [o, i\fZ/S}



2x4 —3x3 —12x2 +7x+6 =0
x4 =73 +x2+7x—3=0
A +4x3 —19x2 —16x+12=0

204+ x =113 +7x2 —13x+6=0

@ 9 -—9F—x+1=0 137 @ 9t 2 =0
]
4-3x2=0 0,+—~
@ - 2| @ 16t —9=0
1
3442 _
@ -4 —x+1=0 {1 “1 @ 232 +36=0
@ 27273+ —x=0 {o; @ +4x*+3=0
h 4 2 —
& ~'-3x*-1=0 n @ X+ +20=0
@ -102+9=0 1,1y @ Xm0
x* —10x = y
] @ +exr+1=0
@ 3x°-7x*—-1=0 {—5,1} @D =3
€@ x°-93+8=0 1,2 @ x°+12-0
>=32
8 _5x4+4=0 +1,+v2 D ~
@ -5 | ) @D -3
@ +9?*=0 [~9,0] @ x°- 93+8=0
@ 7 +12x°+35x° =0 [-7,5,0] @D “+25=0
@D °+3x*—x-3=0 =3,-1,1] @ x*-8*—-9=0
@ C+6x2+11x+6=0 [-3,-2,-1] @ x*+x*-20=0
@ S+82+11x—20=0 [-5-41 @ x*'+225=0
@D < +6x2+5x=0 [5,—1,0) @D x°—-8>+16=0
@ -3x*+x-3=0 Bl €@ x*—5x2+6=0
@ X5716X:0 [O,:EZ} @ X]0+64:0
@ ©+23-%x-6=0 [2,+V3] X100 449 — 0
[ 89
D
D
D
03]

Indica la risposta corretta.

a. Le soluzioni dell’equazione x> — 5x% — 4x 4 20 = 0 sono:

x=22Vx=-5 x=3+4V x=5

1.4 ESERCIZI |

3
42,47
{ ’ 2_

[impossibile
limpossibile
[£2
[impossibile
[+3

[impossibile

NE

[—

(1,2
[impossibile
[+3

[+2
limpossibile
]
[£v2,+v3]

limpossibile]

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

limpossibile]

1 -
|:_2)_2>1)3_

-
+1, =
L )2)3

1 3]
L4 2
[ ) b 2_

C
_3»2»2_

E x=+£2Vx=5 @ nessuna delle precedenti

15
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b. Le soluzioni dell’equazione x3 +x% +x + 1 = 0 sono:

x=1 x = =+1

E x=—1 @ nessuna delle precedenti

6

c. Le soluzioni dell’equazione x® — x? = 0 sono:

x=0V x==1 x=—1Vx=0

E x = %1 @ nessuna delle precedenti

d. Le soluzioni dell’equazione x* — 8x? + 16 = 0 sono:

x==2 x=2

E x=-2 @ nessuna delle precedenti

e. L'equazione 8x3 +1 = 0:

& impossibile ha solo la soluzione x = 1/2
[D]

ha due soluzioni distinte ha solo la soluzione x = —1/2

f. L'equazione 16x* + 81 = 0:

ha per soluzioni x = +3/2 & impossibile
ha per soluzioni x = +9/4 @ nessuna delle precedenti

g. La legge di annullamento del prodotto dice che un prodotto di due o pit fattori e
uguale a zero se:

tutti i fattori sono uguali a zero almeno uno dei fattori & uguale zero
un solo fattore & uguale a zero @ nessuna delle precedenti

[Due risposte A, due B, due C e una D]
€@ Indica la risposta corretta.

a. Un’equazione di grado n ha:

sempre 1 soluzioni al massimo n soluzioni

E almeno una soluzione @ nessuna delle precedenti
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b. L'equazione x> = 1 ha come soluzioni:

solox =1
E solo x = —1

3:

siax=—1chex=1

=l [2]

nessuna soluzione

c. L'equazione x° = —1 ha come soluzioni:

solox =1
E solo x = —1

d. Lequazione x* = 1 ha come soluzioni:

solox =1
E solo x = —1

4:

siax=—1chex=1

sl [2]

nessuna soluzione

siax=—1chex=1

nessuna soluzione

sl [2]

e. L'equazione x* = —1 ha come soluzioni:

solox =1 siax=—1chex=1

E solo x = —1 @ nessuna soluzione

f. L'equazione x® — 5x3 4 6 = 0 si puo trasformare in un’equazione di secondo grado
in t ponendo:

t=x t =x2 t=x3 @ t=x°

g. L'equazione (x2 —4)(x%2 —9) = 0 ha come soluzioni:

x =42V x = +3 x=9
E x=4 @ & impossibile

[Due risposte A, una B, tre C e una D]
€3 Indica la risposta corretta.

a. L'equazione (x — 170 = 0 ha come soluzioni:

nessuna soluzione solox =1
E siax=—1chex=1 @ solo x = —1

b. L'equazione x> —2x? —5x + 6 = 0 ha tra le sue soluzioni:
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x=-—1 E x=0 x =1 @ x=2

¢. L'equazione x® —8 = 0 ha:

una sola soluzione x = V/8 due soluzioni distinte x = +v/2
due soluzioni distinte x = +v/8 @ nessuna delle precedenti

d. Le soluzioni dell’equazione 2x* —5x3 + 5x — 2 = 0 sono:

x=22V x=45 x=x1Vx=-1/2Vx=2

x=£1Vx=1/2Vx=2 @ nessuna delle precedenti

e. L'equazione kx® — 1 = 0 ha:
due soluzioni Vk € R due soluzioni Vk # 0

due soluzioni Vk > 0 @ due soluzioni Vk < 0

f. Quale delle seguenti equazioni puo essere definita trinomia?

x6+2x4—1=0 23 +x3=3

x*+3x+3=0 @ nessuna delle precedenti

g. L'equazione 2x> — 54 = 0 ha per soluzioni:

x=3 E x =43 x = +27 @ x =27

[Una risposta A, due B, due C e due D]
€D Indica la risposta corretta.

a. L'equazione x3 = k ha soluzioni:

solo per k > 0 per ogni valore di k

solo per k < 0 @ per nessun valore di k

b. L'equazione 2x® — 18x3 + 16 = 0 ha per soluzioni:

x=1Vx=2 x =+v2
E x==x1Vx==2 IE‘ x= V2

c. L'equazione 10000x* — 1 = 0 ha per soluzioni:
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x =10 x = +0,1 x = £100 [D] x==+0,01
d. L'equazione 32x® — 2x? = 0 ha per soluzioni:

x=0V x=1+6 x=0Vx=x+16

[B] x=0Vx=x+4 [D] x=0Vx==+1,2

e. L'equazione x> + 3x? — 2x — 6 = 0 ha per soluzioni:

x=-3Vx=+v2 x=4+3Vx=-2
E x=-3Vx=2 @ x=+vV3V x=+v2

f. Quale delle seguenti equazioni ha tre soluzioni distinte?
x3 =3x x> =3 X3 +3x =0 @ x3—3x%2 =0
g. L'equazione 2x® — 128 = 0 ha per soluzioni:

x=2 E x=-2 x =2 @ impossibile

[Tre risposte A, una B, due C e una D]
@ Indica la risposta corretta.

a. L'insieme soluzione dell’equazione x* —4x? = 0 &:

{0,1,4} {0,4£2,4} (0,2} D] {0,+2)
b. L'insieme soluzione dell’equazione x* +6x* +9 =0 &

{+2,+3) 0 {42,+3) D] R
c. L'insieme soluzione dell’equazione x'® —31x% —32 =0 &

{+1,42) {£1} {+2} D] {-1,2}
d. L'insieme soluzione dell’equazione x* —5x% +4 =0 &:

(1,2} {(—2,—1} {(=2,1} D] {+1,+2}

e. L'insieme soluzione dell’equazione (x — 1 P—(x—1)2=x-2¢

{0,1,2} (0,2} {~1,0,1} D] {-1,0,2}
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f. L'insieme soluzione dell'equazione x> + 6x* + 5x = 0 &
{-1,0,3} {-5,-1,3) {-5,-1,05  [D] {0,1,5)
g. L'insieme soluzione dell’equazione x> — 16x = 0 &:

(0,42} {0,+4) 0,2} D] {-2,0}

[Una risposta A, due B, una C e tre D]



DISEQUAZIONI

2.1 INTERVALLI SULLA RETTA REALE

Definizione 1. Dati due numeri reali a e b, con a < b, si chiamano intervalli
i seguenti sottoinsiemi di R:

(a,b) ={a < x < b} intervallo aperto e limitato (a e b sono esclusi)
[a,b] ={a < x < b}intervallo chiuso e limitato (a e b sono inclusi)

[a,b) = {a <x < b} intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra, e
limitato (a e incluso, b & escluso)

(a,b] = {a<x < b} intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra, e
limitato (a & escluso, b & incluso)

(a,4+o00) = {x > a} intervallo aperto e superiormente illimitato (a &

escluso)

+00) = {x > a} intervallo chiuso e superiormente illimitato (a &
1nc1uso)
(—o0,a) = {x < a} intervallo aperto e inferiormente illimitato (a &
escluso)

(0%

(—oo,al = {x < a} intervallo chiuso e inferiormente illimitato (a
escluso)

I numeri a e b si chiamano estremi dell’intervallo.

Ciascuno degli intervalli cosi definiti si pud rappresentare sulla retta reale: gli
intervalli limitati corrispondono a segmenti e quelli illimitati a semirette. Vediamo
qualche esempio.

Esercizio 24. Rappresenta graficamente l'intervallo (—o0,3) ={x <3 }.

Soluzione. Segniamo sulla retta reale il punto 3. L’intervallo e rappresentato da
tutti i punti della semiretta che precedono il numero 3, escluso 3.
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ow

X
Abbiamo disegnato con una linea pit1 spessa la semiretta dei punti che appar-

tengono all’intervallo. Per mettere in evidenza che 3 non appartiene alla semiretta
abbiamo messo un pallino vuoto sul punto.

O

Esercizio 25. Rappresenta graficamente l'intervallo [—5,+00) ={x > —5}.

Soluzione. Segniamo sulla retta reale il punto —5; I'intervallo e rappresentato dalla
semiretta di tutti i punti che seguono —5, incluso lo stesso —5.

—5

o
o

X

Abbiamo disegnato con una linea pit1 spessa la semiretta dei punti che apparten-

gono all’intervallo. Per indicare che il punto —5 appartiene all’intervallo abbiamo
messo un pallino pieno sul punto.

O

Esercizio 26. Rappresenta graficamente l'intervallo (—2,6) ={ -2 <x < 6}.
Soluzione. Segniamo sulla retta reale i punti —2 e 6. L’intervallo e rappresentato
dal segmento che ha per estremi questi due punti.

—2 6

Abbiamo come al solito disegnato il segmento con una linea pit1 spessa. Poiché
i due estremi del segmento sono esclusi, su ciascuno di essi abbiamo messo un
pallino vuoto. O

Esercizio 27. Rappresenta graficamente l'intervallo (—2,6] ={ -2 <x < 6}.

Soluzione. Rispetto al caso precedente, il segmento che rappresenta l'intervallo e
“chiuso a destra”, ovvero il punto 6 e incluso nell’intervallo, mentre il punto —2 &
escluso.

—2

[ Jop\

La figura precedente rappresenta l'intervallo.



Esercizio 28. Rappresenta graficamente I'intervallo [2,6] ={ -2 <x < 6}.

Soluzione. 1l segmento che rappresenta l'intervallo contiene tutti e due i suoi estre-
mi.

-2 6

La figura precedente rappresenta 1'intervallo. O

2.2 DISEGUAGLIANZE E DISEQUAZIONI

Consideriamo le seguenti proposizioni:
«1 e minore di 2»
«3 € un numero negativo»
«il quadrato di un numero reale & maggiore o uguale a zero»
«togliendo 2 da un numero, si ottiene un numero positivo»

Esse si possono tradurre in linguaggio matematico usando i simboli > (maggio-
re), < (minore), > (maggiore o uguale) e < (minore o uguale). Precisamente:

1<2 3<0 x2 >0 x—2>0

Le formule che contengono solo numeri (come le prime due) si dicono disegua-
glianze; quelle che contengono numeri e variabili (come le ultime due) si dicono
disequazioni.

Definizione 2. Chiamiamo disuguaglianza una formula contenente solo nu-
meri e uno dei simboli < (minore), > (maggiore), < (minore o uguale), >
(maggiore o uguale).

Definizione 3. Chiamiamo disequazione una formula contenente numeri, va-
riabili e uno dei simboli < (minore), > (maggiore), < (minore o uguale), >
(maggiore o uguale).

Una diseguaglianza e o vera o falsa: per esempio, la disuguaglianza 1 < 2 e vera,
mentre 3 < 0 & falsa. Una disequazione, invece, in generale & vera per certi valori
sostituiti alla variabile e falsa per altri. Per esempio, la disequazione x —2 > 0 &
vera se x = 3, ma ¢ falsa se x = 1.

23



Definizione 4. L'insieme dei valori che sostituiti all'incognita trasformano
la disequazione in una disuguaglianza vera e l'insieme soluzione della dise-
quazione (lo indicheremo con §). Risolvere una disequazione significa trovarne
I'insieme soluzione.

Definizione 5. Chiamiamo incognite le variabili che compaiono nella di-
sequazione, e chiamiamo primo membro e secondo membro le due espres-
sioni che compaiono rispettivamente a sinistra e a destra del simbolo di
disuguaglianza.

2.3 PRINCIPI DI EQUIVALENZA

Vediamo come risolvere una disequazione, ovvero come trovarne l'insieme solu-
zione. Premettiamo la seguente definizione:

Definizione 6. Due disequazioni si dicono equivalenti se hanno lo stesso
insieme soluzione.

Principio 1 (Primo principio di equivalenza). Sommando o sottraendo a
ciascuno dei due membri di una disequazione uno stesso numero, si ottiene
una disequazione equivalente a quella data.

Questo principio ci permette in pratica di “spostare” un addendo da un mem-
bro all’altro della disequazione cambiandogli segno, o di eliminare da entrambi i
membri gli addendi uguali.

Principio 2 (Secondo principio di equivalenza). Moltiplicando o dividen-
do ciascuno dei due membri di una disequazione per uno stesso numero
positivo, si ottiene una disequazione equivalente a quella data.

Principio 3 (Terzo principio di equivalenza). Moltiplicando o dividendo cia-
scuno dei due membri di una disequazione per uno stesso numero negativo,
si ottiene una disequazione equivalente alla data ma con il verso cambiato.

Nei paragrafi successivi vedremo come risolvere una disequazione applicando i
tre principi delle disequazioni.



25

2.4 DISEQUAZIONI LINEARI

Definizione 7. Una disequazione si dice intera se, eventualmente dopo aver
applicato i principi di equivalenza, & riconducibile a una delle seguenti forme
normali:

P(x) >0 P(x) >0 P(x) <0 P(x) <0

dove P(x) e un polinomio. Si dice grado della disequazione il grado di P(x).
Una disequazione di primo grado si dice lineare.

Per esempio:
2x —4 > 0 & una disequazione lineare
x? —4x+3 > 0 & una disequazione di secondo grado
x3 +x% +x+1 < 0 & una disequazione di terzo grado

In questo paragrafo studieremo le disequazioni lineari, i cui coefficienti sono
numeri razionali. Per risolvere una disequazione di questo tipo si procede come
segue:

si portano tutti i termini con l'incognita al primo membro e tutti i termini
noti al secondo membro

si sommano i monomi simili

si dividono entrambi i membri per il coefficiente dell'incognita (cambiando il
verso della disequazione se tale coefficiente & negativo)

si semplificano le frazioni e si scrive I'insieme soluzione

Esercizio 29. Risolvi la disequazione 5x —2 > 3x + 4.

Soluzione.

Portiamo a sinistra i termini con l'incognita e a destra i termini noti, cambian-
do il segno quando passiamo da un membro all’altro:

5x—3x >2+4

Sommiamo i monomi simili:
2x > 6
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¢ Dividiamo entrambi i membri per il coefficiente della x, applicando il secondo
principio delle disequazioni. E fondamentale osservare che tale coefficiente
e 2, che & un numero positivo: quindi il verso della disequazione non cambia.

2x 6

> > 5 = x>3
e Quindi lI'insieme soluzione ¢ l'intervallo:
3 >
- Tx
§={x>3}=(3,+0) O

Esercizio 30. Risolvi la disequazione 3x + 1 > 5x + 5.

Soluzione.

o Portiamo a sinistra i termini con I'incognita e a destra i termini noti, cambian-
do il segno quando passiamo da un membro all’altro:

3x—5x >5-—1 — —2x >4

o Il coefficiente dell’incognita e negativo. Dividiamo entrambi i membri per —2
e cambiamo il verso della disequazione, applicando il terzo principio delle

disequazioni:
_—ZX < i = x< -2
-2 -2
e L’insieme soluzione & 'intervallo:
—_\2
- T x
S§={x<-2}=(—00,—2) O

Esercizio 31. Risolvi la disequazione 4(2x — 1) +4 > —2(—3x —6).

Soluzione. Svolgiamo i calcoli:
x—4+4>26x+12 — 8x—6x=212 — 2x=>212 — x2=6

L’insieme soluzione ¢ l'intervallo:

[ Jop

A 4
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(x+1)? _2+3x S (x—1)2

Esercizio 32. Risolvi la disequazione 7] > 22

Soluzione.

e Sommiamo le frazioni algebriche:

(x+1)2—2(2+3x) = 1)2
4 -4
Moltiplichiamo entrambi i membri per 4, che & un numero positivo:

(x+1)2 —2(2+3x) N (x—1)2
4 -4

e Svolgiamo i calcoli:

=  (x+1)2=22+43%) > (x—1)?

x4+ 1—4—6x>xF—2x+1 —  2x+2x—6x>4 — —2x>4

o Il coefficiente dell’incognita ¢ negativo. Dividiamo entrambi i membri per —2
cambiando il verso della disequazione:

s b
e Quindi:
2 N
- X
S§={x<-2}=(—00,—2] O

1 1
Esercizio 33. Risolvi la disequazione 3 (x+5)—x> 2(3 —x).

Soluzione.
e Sommiamo le frazioni algebriche:

x+5—2x - 3—x
2 2

Moltiplichiamo entrambi i membri per 2, che & un numero positivo:

X+5—2x - 3—x
yA yA

= Xx+5—-2x>3—x = 0>-2
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o Come si vede, I'incognita x & scomparsa. Abbiamo ricondotto la disequazione
a una disuguaglianza vera. Quindi la disequazione e indeterminata, ovvero e
verificata qualunque sia il valore dell’incognita x:

A 4

§=R O

Esercizio 34. Risolvi la disequazione (x + 22 —4(x+1)<x2—1.

Soluzione. Svolgiamo i calcoli:
X dx+d—dx—4d<x*—1 = 0<-1

che e una disuguagolianza falsa. Dunque la disequazione & impossibile, ovvero non
ha soluzioni:

§=10 O

Esercizio 35. Risolvi la disequazione (x — 1)% 4 5x < x% — 2.

Soluzione. Svolgiamo i calcoli:

x4 145x <=2 — —x+45x<-2—1 — 3x<—-3 — x<—I
Quindi:
—1

O
O

S={x<—1}=(—00,—1) O

2x—3 > _x—l—S.
2 10

Esercizio 36. Risolvi la disequazione

Soluzione. Il mem dei denominatori e 10. Quindi:
5(2x — 3) < 10— (x+3)
10 - 10

Moltiplichiamo entrambi i membri per 10, che & un numero positivo:

52x—3) > 10— (x+3) = 10x—15210—x—3 — 11x>22 = x>=2
Quindi:
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Esercizio 37. Risolvi la disequazione 6x + 1 > 34x — 27.
Soluzione. Portiamo a sinistra i termini con l'incognita e a destra i termini noti:

6x —34x > —27—1 — —28x >-28 — x<1

Quindi:

S={x<1}=(—00,1) 0

Osserviamo che nell’esercizio precedente avremmo potuto ricavare, portando
le x a destra e i termini noti a sinistra:

1427 >34x—6x = 28 >28x
Leggendo la relazione da destra a sinistra:
28x <28 = x<1

che coincide con il risultato precedente. In generale, si puo isolare I'incognita in
modo che il suo coefficiente risulti positivo, portandola nel membro piti opportuno.

1 1\ 1 1\ x+3
Esercizio 38. Risolvi la di ione = (x—= | —=(x—= :
Sercizio 38 1SO1V1 la dlsequazmne P (X 3> 3 <X 2) < 6

Soluzione. Svolgiamo i calcoli:

11 1 1 x+3
276 36" 6

Il mcm dei denominatori € 6. Quindi:

3x—1—2x+1 x+3

c < c = 3x—-1—-2x+1<x+3 = 0<3

La disequazione si riduce dunque alla disuguaglianza 0 < 3, che & vera. Quin-
di la disequazione & indeterminata, ovvero & verificata qualunque sia il valore
dell’incognita x:
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§=R O

Se nella disequazione precedente ci fosse stato > al posto di <, avremmo ottenu-
to la disuguaglianza 0 > 3, che ¢ falsa. Dunque la disequazione non avrebbe avuto
soluzioni, ossia S = 0.

E VAl Risolvi _1 _|_1 +l_ > _1 +1 +l
Sercizio 39. Kisolvi | X 2 X 2 16 Xz X B X 2 0

Soluzione. Svolgiamo i calcoli:

)Z/—l—kl—x>)(Z+1x—1x—l—i—l == —x>1x—1x
16 16 ~~7 27 57 10 10 ~27 5

Il mcm dei denominatori e 10:

_]OX/SX_ZX —10x>25x—2x — —13x>20 = x<0
10 10
Quindi:
0
o -
S={x<0}=(—00,0] H

2.5, DISEQUAZIONI DI SECONDO GRADO

Definizione 8. Una disequazione di secondo grado ¢ detta in forma normale
se si presenta in una delle seguenti forme:

ax2+bx+c>0 ax?+bx+c >0 ax2+bx+c<0 ax?+bx+c <0

dove a, b e ¢ sono numeri reali, con a # 0.

E sempre possibile portare una disequazione di secondo grado in forma normale,
trasportando tutti i termini al primo membro e sommando i monomi simili.
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Esercizio 40. Porta la disequazione —x? —2x > —2x? 4+ 2x — 3 in forma
normale.

Soluzione. Trasportiamo a sinistra tutti i termini e sommiamo i monomi simili:

2% —x2—2x—2x+3>0 =— x2—4x+3>0 O

Definizione 9. Data una disequazione di secondo grado, si chiama equazione
associata I’equazione che si ottiene sostituendo il simbolo di disuguaglianza
con l'uguale.

Esercizio 41. Risolvi 'equazione associata alla disequazione x* —4x +3 > 0.

Soluzione. Per scrivere I'equazione associata basta sostituire 1'uguale al simbolo di
maggiore:
X2 —dx+3=0 = (x—1)(x—3)=0

da cui

Definizione 10. Data una disequazione di secondo grado in forma normale,
si chiama parabola associata la parabola che si ottiene ponendo y uguale al
primo membro della disequazione.

Esercizio 42. Traccia la parabola associata alla disequazione x? —4x +3 > 0.

Soluzione. La disequazione & gia in forma normale. Basta allora porre y uguale al
primo membro della disequazione:

y=x?—4x+3

Poiché il coefficiente di x2 & 1, che & positivo, la parabola volge la concavita verso I’al-
to. Inoltre la parabola interseca 1'asse x nei punti che corrispondono alle soluzioni
dell’equazione associata

X2 —4x+3=0

che abbiamo trovato nell’esercizio precedente, ovvero 1 e 3.
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1\/3 x

La figura precedente rappresenta la parabola in questione. O

Esercizio 43. Disegna la parabola associata alla disequazione —x? +9 > 0.

Soluzione. La disequazione e gia in forma normale. Basta allora porre y uguale al
primo membro della disequazione.

y=-—x*49
Poiché il coefficiente di x2 & —1, che & negativo, la parabola volge la concavita
verso il basso. Inoltre la parabola interseca 1’asse x nei punti che corrispondono alle

soluzioni dell’equazione associata:

Xx249=0 = x*=9 =— x=43

/N

La figura precedente rappresenta la parabola in questione. O

Per risolvere una disequazione di secondo grado si procede come segue:
e si porta la disequazione in forma normale
e sirisolve I'equazione associata
e si disegna la parabola associata
e si individua l'insieme soluzione sul grafico in base al verso della disequazio-
ne: il primo membro della disequazione ha segno positivo quando la para-

bola “sta sopra” l'asse x, negativo quando “sta sotto” 1’asse x, e si annulla
quando interseca 'asse x
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Esercizio 44. Risolvi la disequazione x* —4x +3 > 0.

Soluzione.
¢ La disequazione ¢ gia in forma normale.
e L'equazione associata ha per soluzioni 1 e 3 (vedi 'esercizio 41).

o La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed & secante I'asse x (cioe
lo tocca in due punti distinti: vedi l’esercizio 42).

NI

¢ Individuiamo l'insieme soluzione sul grafico in base al verso della disequa-
zione. La disequazione ¢ verificata quando il primo membro ¢ positivo o nullo,
ovvero quando la parabola sta sopra I'asse x o lo interseca.

\1\/1 x

Abbiamo disegnato con una linea pit1 spessa i punti che costituiscono 'insie-
me soluzione, evidenziando con un pallino pieno gli estremi dell’intervallo 1
e 3 per indicare che essi appartengono all'insieme soluzione.

e In conclusione, I'insieme soluzione é:

S§={x<1Vx>3}=(—00,1] U [3,00) O

Esercizio 45. Risolvi la disequazione x? —4x +3 > 0.

Soluzione. La parabola associata € la stessa dell’esercizio precedente. La disequa-
zione e verificata quando il primo membro & positivo, ovvero quando la parabola
sta sopra 1’asse x.
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Abbiamo evidenziato con un pallino vuoto gli estremi dell’intervallo 1 e 3 per
indicare che essi non appartengono all’insieme soluzione, che é:

S={x<1TVx>3}=(-00,1) U (3,00) O

Esercizio 46. Risolvi la disequazione x? —4x +3 < 0.

Soluzione. La parabola associata & la stessa dei due esercizi precedenti. La disequa-
zione ¢ verificata quando il primo membro e negativo o nullo, ovvero quando la
parabola sta sotto 1’asse x o lo interseca.

A

S={1<x<3}=11,3] O

Quindi:

Esercizio 47. Risolvi la disequazione x* —4x +3 < 0.

Soluzione. La parabola associata & la stessa dei tre esercizi precedenti. La disequa-
zione e verificata quando il primo membro e negativo, ovvero quando la parabola
sta sotto 1’asse x.

Quindi:
S={1<x<3}=(1,3) O

Esercizio 48. Risolvi la disequazione x? —4x +4 > 0.

Soluzione.
e La disequazione é gia in forma normale.
¢ Risolviamo 'equazione associata:

X2 —dx+4=0 = (x—=2)>=0 = x-2=0 = x=2
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o La parabola associata volge la concavita verso l'alto ed e tangente all’asse x
(cioe lo tocca in un solo punto).

o La disequazione e verificata quando il primo membro ¢ positivo o nullo, ovve-
ro quando la parabola sta sopra 1’asse x (cosa che avviene per ogni x diverso
da 2) o lo interseca (cosa che avviene per x = 2).

Y

ST
x

La disequazione e sempre verificata:

=R O

Esercizio 49. Risolvi la disequazione x? —4x +4 > 0.

Soluzione. La parabola associata ¢ la stessa dell’esercizio precedente. La disequa-
zione e verificata quando il primo membro & positivo, ovvero quando la parabola
sta sopra l'asse x (cosa che avviene per ogni x diverso da 2).

A 4

NO
x

Quindi la disequazione é verificata per ogni x diverso da 2:

S=R\{2} O

35
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Esercizio 50. Risolvi la disequazione x2 —4x+4 <0.

Soluzione. La parabola associata é la stessa dei due esercizi precedenti. La dise-
quazione ¢ verificata quando il primo membro e negativo, ovvero quando la para-
bola sta sotto 1’asse x (cosa che non avviene mai) o lo interseca (cosa che avviene
per x = 2).

Quindi:
§={2} O

Esercizio 51. Risolvi la disequazione x? —4x +4 < 0.

Soluzione. La parabola associata & la stessa dei tre esercizi precedenti. La disequa-
zione e verificata quando il primo membro e negativo o nullo, ovvero quando la
parabola sta sotto I’asse x (cosa che non avviene mai).

La disequazione e impossibile:
§=10 O

Esercizio 52. Risolvi la disequazione x2+x+1>0.

Soluzione.
¢ La disequazione & gia in forma normale.

e L'equazione associata
x24x+1=0

& impossibile, perché A =12 —4.1.1=-3 <0.
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o La parabola associata volge la concavita verso l'alto ed & esterna all’asse x
(cioé non lo interseca mai).

A,

e La disequazione & verificata quando la parabola sta sopra 1’asse x (cosa che
avviene sempre) o lo interseca.

¢ Quindi la disequazione e sempre verificata:

§=R O

Esercizio 53. Risolvi la disequazione x* +x + 1 > 0.

Soluzione. La parabola associata e la stessa dell’esercizio precedente. La disequa-
zione ¢ verificata quando il primo membro & positivo o nullo, ovvero quando la
parabola sta sopra 'asse x (cosa che avviene sempre).

Come nell’esercizio precedente, la disequazione & sempre verificata:

§=R O
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Esercizio 54. Risolvi la disequazione x? +x + 1 < 0.

Soluzione. La parabola associata & la stessa dei due esercizi precedenti. La disequa-
zione & verificata quando il primo membro e negativo o nullo, ovvero quando la
parabola sta sotto I’asse x o lo interseca (cosa che non avviene mai).

La disequazione & impossibile:
§=10 O

Esercizio 55. Risolvi la disequazione x? +x + 1 < 0.

Soluzione. La parabola associata e la stessa dei tre esercizi precedenti. La disequa-
zione é verificata quando il primo membro € negativo, ovvero quando la parabola
sta sotto 1’asse x (cosa che non avviene mai).

X

Come nell’esercizio precedente, la disequazione & impossibile:
§=10 O

La figura 1 rappresenta tutti i casi possibili di una disequazione di secondo grado
con a > 0.

Esercizio 56. Risolvi la disequazione 4 — xZ > 0.

Soluzione. La disequazione & gia in forma normale. Risolviamo l’equazione asso-
ciata:
4-x*=0 = x*=4 = x=%£2

La parabola associata volge la concavita verso il basso ed e secante 1’asse x.
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ax?+bx+c>0 ax? +bx+c>0 ax? +bx+c <0 ax? +bx+c<0

A>0 A>0 A>0 A>0
X1 X2 X X1 X2 X X1 X2 X X1 X2 X

(a) L'equazione associa- (b) L'equazione associa- (c) L'equazione associa- (d) L'equazione associa-

ta ha due soluzioni ta ha due soluzioni ta ha due soluzioni ta ha due soluzioni
distinte x1 e x2, e la distinte x1 e x,, ela distinte x1 e x», ela distinte x1 e x», ela
disequazione & veri-  disequazione & veri-  disequazione & veri-  disequazione & veri-
ficata se x < X7 ficata se x < %7 ficata se x1 < x < ficata se x1 < x <
oppure X = X2 oppure x > X2 X2 X2

ax? +bx+c > ax? +bx+c >0 ax? +bx+c < ax?+bx+c<0

VAVAVAV

(e) L'equazione associa- (f) L'equazione associa- (g) L'equazione associa- (h) L'equazione associa-

ta ha una sola solu- ta ha una sola solu- ta ha una sola so- ta ha una sola solu-
zione x1, e la dise- zione x7, e la dise- luzione x1, e la di- zione x1, e la dise-
quazione & sempre  quazione & verificata sequazione & verifi-  quazione non & mai
verificata per ogni x # X1 cata solo se x = verificata
X1
axZ +bx+c>0 axZ +bx+c¢ >0 ax? +bx+¢ <0 axZ +bx+c¢ <0
X X X X

(i) L'equazione associa- (j) L'equazione associa- (k) L'equazione associa- (l) L'equazione associa-

ta non ha soluzioni  ta non ha soluzioni ta non ha soluzio- tanon ha soluzionie
e la disequazione ¢ e la disequazione ¢  nie la disequazione la disequazione non
sempre verificata sempre verificata non & mai verificata € mai verificata

Figura 1: Tutti i casi possibili di una disequazione di secondo grado con a > 0

39
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/N

La disequazione ¢ verificata quando la parabola sta sopra 1’asse x o lo interseca.

/N

S={-2<x<2}=1[-272 O

Quindi:

In alternativa, per risolvere la disequazione dell’esercizio precedente si possono
moltiplicare per —1 entrambi i membri, cambiando il verso della disequazione, che
diventa:

X2 —4<0

La parabola associata volge la concavita verso l'alto e la disequazione e verificata
quando la parabola sta sotto 1’asse x o lo interseca.

_2\/2 " x

L'insieme soluzione coincide con quello trovato in precedenza.

2.0 DISEQUAZIONI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

Definizione 11. Una disequazione di grado superiore al secondo e detta in
forma normale se si presenta in una delle seguenti forme:

P(x) >0 P(x) >0 P(x) <0 P(x) <0

dove P(x) € un polinomio nella variabile x.

In base al grado di P(x) la disequazione sara di terzo, quarto, quinto grado, e
cosi via.

Per risolvere una disequazione di grado superiore al secondo si procede come
segue:
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e si porta la disequazione in forma normale
e si scompone in fattori il polinomio al primo membro
o si studia il segno di ciascun fattore, ponendolo maggiore o uguale a zero

e si costruisce la tabella dei segni, segnando con un pallino pieno gli zeri di
ciascun fattore e del prodotto

e si determinano gli intervalli in cui il polinomio assume il segno richiesto

Esercizio 57. Risolvi la disequazione x3 —9x < 0.

Soluzione.
e La disequazione é gia in forma normale.
¢ Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro:
x(x*—9)<0 = x(x—3)(x+3)<0

¢ Studiamo il segno di ciascun fattore.

— Primo fattore:

x>0
0 N
- T
— Secondo fattore:
x—3>0 — x>=3
3 o
- X
— Terzo fattore:
x+3>20 — x>-3
-3 .
- X
e Costruiamo la tabella dei segni.
-3 0 3
T T T - X
F — — o + +
Fa — — — ° +
F3 - e+ - -
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In cima alla tabella precedente c’e la retta reale con i numeri in gioco (-3,
0 e 3) in ordine crescente. Le righe della tabella indicano gli intervalli dove i
fattori Fy, F, e F3 e il prodotto P sono positivi (+) o negativi (—). Abbiamo
inoltre segnato con un pallino pieno gli zeri di ciascun fattore e del prodotto.

¢ La disequazione é verificata quando il polinomio al primo membro, ovvero il
prodotto P, & negativo (—). Quindi:

2 9 3
T T T X
F — — L] + +
F> — — - . +
F3 - e+ + +
P — ] -+ ] — ° +

2 Y7777 7777777777%

7% TIIIIII I 27007

Abbiamo disegnato l'insieme soluzione con una linea spessa. Per indicare
che —3, 0 e 3 non sono soluzioni li abbiamo evidenziati con un pallino vuoto.

¢ L'insieme soluzione ¢ dunque:

§={x<-3V0<x<3}=(—00,—3) U (0,3) O

Esercizio 58. Risolvi la disequazione x3 —9x < 0.

Soluzione. La tabella dei segni e la stessa dell’esercizio precedente. La disequazione
e verificata quando il prodotto e negativo (—) o nullo (pallino pieno).

Il Il Il >

T T T X
F2 - — — ° +
F3 — o + + +
P - o + . - ° +

L’insieme soluzione ¢ dunque:

S={x<-3V0<x<3}=(—00,—3] U [0,3] O
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Esercizio 59. Risolvi la disequazione x> — 9x > 0.

Soluzione. La tabella dei segni ¢ la stessa dei due esercizi precedenti. La disequa-
zione e verificata quando il prodotto e positivo (+).

-3 0 3
f f f -
X
Fq — — L4 +
F> — — — ° +
Fs - e 4+ + +
P — ° + ° — ° +
8 S S
L’insieme soluzione ¢ dunque:
§={-3<—x<0Vx>3}=(-3,0) U (3,+00) O

Esercizio 60. Risolvi la disequazione x> — 9x > 0.

Soluzione. La tabella dei segni e la stessa dei tre esercizi precedenti. La disequazio-
ne ¢ verificata quando il prodotto & positivo (+) o nullo (pallino pieno).

2 9 3
T T T
X
F — — . +
F — — - ° +
F3 - e+ + -
P — ° + ° — ° +
8 S Y00
L’insieme soluzione ¢ dunque:
§={-3<—x<0Vx>3}=[-3,00 U [3,+00) O

Esercizio 61. Risolvi la disequazione x*—16<0.

Soluzione.
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¢ La disequazione e gia in forma normale.
* Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro:
(X —4)(x*+4) <0 = (x—2)(x+2)(x*+4)<0

e Studiamo il segno di ciascun fattore.

— Primo fattore:

Xx—2>20 = x=2
2 .
- X
— Secondo fattore:
x+2>20 = x>-2
2 .
- X
— Terzo fattore:
X2 +4>0
L’equazione associata
X2 +4=0

¢ impossibile. La parabola associata volge la concavita verso 1'alto e sta

sempre sopra l’asse x, per cui il terzo fattore e positivo per qualunque
valore reale di x.

\ 4

X
¢ Costruiamo la tabella dei segni.
-2 2
T T g X
Fq — ° +
F> — ° + +
F3 + + +
P + . - . +
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o La disequazione e verificata quando il prodotto e negativo (—) o nullo (pallino
pieno). Quindi l'insieme soluzione é:

§={-2<x<2}=[-2,2] O

Nella disequazione precedente, il fattore x? +4, in quanto sempre positivo, avreb-

be potuto essere trascurato perché non influenza il segno del polinomio, oppure
semplificato applicando il secondo principio delle disequazioni.

Esercizio 62. Risolvi la disequazione x* +16 < 0.

Soluzione. Basta un semplice ragionamento per capire che l’'equazione ¢ impossi-
bile. Infatti x* & un numero maggiore o uguale a zero, e aggiungendo 16 a un
numero maggiore o uguale a zero si ottiene un numero maggiore o uguale a 16,
per cui non si ottiene mai un numero negativo. In conclusione:

§=10 O

Se nella disequazione precedente ci fosse stato > al posto di <, la disequazione
sarebbe stata sempre verificata. Infatti ripetendo il ragionamento precedente si
conclude che il primo membro & sempre positivo. In definitiva: 8 = IR.

Esercizio 63. Risolvi la disequazione x* —5x? +4 < 0.

Soluzione.
¢ La disequazione e gia in forma normale.

o Per scomporre in fattori il polinomio al primo membro poniamo x? = t.
1l polinomio diventa t?> — 5t +4, che & un trinomio speciale e si scompone
come (t —4)(t —1). Ritorniamo all'incognita x ponendo t = x2:

X—DHx2-1)<0 = (x=2)(x+2)(x—=1)(x+1)<0

e Studiamo il segno di ciascun fattore.

— Primo fattore:
x—2>20 = x

WV
[\S)

[ 1S

— Secondo fattore:
x+220 = x

WV
L

45
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-2 .
- T
— Terzo fattore:
x—120 = x>1
1 o
- Tx
— Quarto fattore:
x+120 — x>-1
-l .
- Tx

o Costruiamo la tabella dei segni.

-2 1 ! 2
T T T T
X

Fq — — — — L] +
F) - e + + + +
F3 — - - L4 + +
F4 - — L + + +
P + o - o + ° — o +

» La disequazione e verificata quando il prodotto & negativo (—). Quindi:

S={-2<x<—-1VIi<x<2}=(-2,1) U (1,2) O

Esercizio 64. Risolvi la disequazione x3 —6x% +11x — 6 < 0.

Soluzione.
e La disequazione é gia in forma normale.
¢ Scomponiamo il polinomio al primo membro P(x) con la regola di Ruffini.
PM)=13-6-124+11-1—6=1-6+11-6=0

quindi P(x) si scompone come (x —1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo
grado.
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1 —6 11| —6
1 1 =5 6
1T =5 6 0

Quindi:
(x—1)(x*=5x+6)=(x—1)(x—2)(x—3) = (x—1)(x—2)(x—3)<0

Studiamo il segno di ciascun fattore.

— Primo fattore:
x—1>20 = x

WV

o—

X
— Secondo fattore:
x—2>20 — x=2
2 .
- Tx
— Terzo fattore:
x—3>20 = x2>=3
3 .
o X
o Costruiamo la tabella dei segni.
! 2 3
T T T X
Fi - e+ - -
F> — — ° + +
F3 — — - L4 +
P — ° + ° — ] +

o La disequazione e verificata quando il prodotto e negativo (—) o nullo (pallino
pieno). Quindi:

S={x<1V2<x<3}=(—00,1 U [2,3] O
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Definizione 12. Una disequazione si dice fratta (o frazionaria) se, eventual-
mente dopo aver applicato i principi di equivalenza, & riconducibile a una
delle seguenti forme normali:

N(x) N(x) N(x)
D(x) D(x) D(x)

z
&

<0

g
&

dove N(x) e D(x) sono polinomi nella variabile x.

Per risolvere una disequazione fratta si procede come segue:
si porta la disequazione in forma normale

si studia il segno del numeratore e del denominatore della frazione al primo
membro, ponendo ciascuno di essi maggiore o uguale a zero

si costruisce la tabella dei segni, segnando con un pallino pieno gli zeri del
numeratore, del denominatore e della frazione, e con un pallino vuoto i punti
in cui la frazione non esiste (che corrispondono agli zeri del denominatore)

si individuano gli intervalli in cui la frazione assume il segno richiesto

< 0.

3_g c q q 5 X
Esercizio 65. Risolvi la disequazione ]
X p—
Soluzione.
La disequazione ¢ gia in forma normale.

Studiamo il segno del numeratore e del denominatore.

— Numeratore:
x—320 = x2>3

[ JON}

4

— Denominatore:

WV

x—1>20 = x

@o—

A 4

Costruiamo la tabella dei segni.
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1 3
T T
X
N - — L] +
D - o + +
F + 0o — ° +

In cima alla tabella ¢’ la retta reale con i numeri in gioco (1 e 3) in ordine
crescente. Le righe indicano gli intervalli in cui il numeratore N, il denomi-
natore D e la frazione F sono positivi (+) o negativi (—). Abbiamo inoltre
segnato con un pallino pieno gli zeri del numeratore e del denominatore: gli
zeri del numeratore corrispondono a punti in cui la frazione F si annulla
(indicati anch’essi con un pallino pieno), mentre gli zeri del denominatore
corrispondono a punti in cui la frazione non esiste (indicati con un pallino
vuoto).

¢ La disequazione é verificata quando la frazione F & negativa (—). Quindi:

| 3

T T X
N - - e+
D - e+ +
F + o = e 4

Abbiamo disegnato l'insieme soluzione con una linea spessa. Per indicare
che 1 e 3 non appartengono all'insieme soluzione li abbiamo evidenziati con
un pallino vuoto.

¢ L'insieme soluzione e dunque:

§={1<x<3}=(1,3) O

Esercizio 66. Risolvi la disequazione ; <
X p—

Soluzione. La tabella dei segni e la stessa dell’esercizio precedente. La disequazione
e verificata quando la frazione e negativa (—) o nulla (pallino pieno).
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] 3
T T
X
N - L] +
D - o + +
F + 0o ° +

VI IIIIIIII I I 7777
A
I s 777
PIIII 007

Abbiamo disegnato 1'insieme soluzione con una linea spessa. Per indicare che 1
non e soluzione mentre 3 lo &, li abbiamo evidenziati con un pallino vuoto e un
pallino pieno, rispettivamente. Quindi:

S={1<x<3}=(1,3] O

3_c : g g g X—
Esercizio 67. Risolvi la disequazione

0.
x—1 =

Soluzione. La tabella dei segni ¢ la stessa dei due esercizi precedenti. La disequa-
zione e verificata quando la frazione e positiva (+).

1 3
Il Il >
T T
X
N - - . +
D - e 4+ -
F + ° - . +
————————————( Q==
Quindi:
S={x<1TVx>3}=(—00,1) U (3,400) O

. . c q q g X
Esercizio 68. Risolvi la disequazione
X

Soluzione. La tabella dei segni e la stessa dei tre esercizi precedenti. la disequazione
e verificata quando la frazione e positiva (+) o nulla (pallino pieno).
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1 3
f f
X
N — — . +
D - e+ -
F + 0o - ° +
Quindi:
S§={x<1Vx=23}=(—00,1) U [3,+00) O
.. : . . . 3x—6
Esercizio 69. Risolvi la disequazione 1< < 0.
—X
Soluzione.
¢ La disequazione é gia in forma normale.
e Studiamo il segno del numeratore e del denominatore.
- Numeratore:
x—620 = x2>=2
3 >
. >
— Denominatore:
4—x>20 — x<4
3
- X
o Costruiamo la tabella dei segni.
2 4
: : -
X
N - o + +
D + + ° -
F — L] + o -
() Q==

¢ La disequazione & verificata quando la frazione € negativa (—). Quindi:

§={x<2Vx>4}=(—00,2) U (4,+00) O
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x2—4

E .« . . Ri 1 1 d 1 _ < O
Sercizio 70 1S01v1 la disequazione XZ — 10

Soluzione.
¢ La disequazione e gia in forma normale.

e Studiamo il segno del numeratore e del denominatore.

— Numeratore:

Risolviamo l'equazione associata:
2 _ 2 _ _
x*—4=0 = x"=4 = x==2
La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 'asse x.

La disequazione é verificata quando la parabola sta sopra l'asse x o lo
interseca.

— Denominatore:
x2 —7x+10 >0

Risolviamo l'equazione associata:
X2—7x+10=0 = (x—2)(x—5)=0

da cui
x=2 V x=5

La parabola associata volge la concavita verso 1’alto ed e secante 1’asse x.
La disequazione e verificata quando la parabola sta sopra l'asse x o lo
interseca.

2\/5 X

¢ Costruiamo la tabella dei segni.
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=2 2 3

T T T 'X
N + . - . + +
D + + o - o +
F + L] — o — o +

® o

Per x = 2 il numeratore e il denominatore sono entrambi nulli (li abbiamo con-

trassegnati entrambi con un pallino pieno), e dunque la frazione non esiste
(pallino vuoto).

o La disequazione e verificata quando la frazione e negativa (—) o nulla (pallino
pieno). Quindi:

S={-2<x<5x#2}=[-2,5)\{2} 0

x2 —4x+4

Esercizio 71. Risolvi la disequazione —————
7 91 x24+x—6

Soluzione.
¢ La disequazione e gia in forma normale.

¢ Studiamo il segno del numeratore e del denominatore.
— Numeratore:

X2 —4x+4>0
Risolviamo 'equazione associata:
X2 —dx+4=0 = (x—2)2=0 = x-2=0 =— x=2
La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 'asse x.

La disequazione & verificata quando la parabola sta sopra 'asse x (cosa
che avviene per ogni x # 2) o lo interseca (cosa che avviene per x = 2).

Ne
x
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— Denominatore:

X>4+x—6>0
Risolviamo l'equazione associata:
X2 +x—6=0 = (x+3)(x—2)=0

da cui
x=-3 V x=2
La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 1’asse x.

La disequazione ¢ verificata quando il primo membro & positivo o nullo,
ovvero quando la parabola sta sopra l’asse x o lo interseca.

-3 2 X
o Costruiamo la tabella dei segni.
S :
T T X
N + + e+
D + . - . +
F + o — o +

Per x = 2 il numeratore e il denominatore sono entrambi nulli (li abbiamo con-
trassegnati entrambi con un pallino pieno), e dunque la frazione non esiste
(pallino vuoto).

o La disequazione & verificata quando la frazione ¢ positiva (+) o nulla (pallino
pieno). Quindi l'insieme soluzione é:

S={x<-3Vx>2}=(—00,—-3) U (2,+00) O
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2.8 SISTEMI DI DISEQUAZIONI

Definizione 13. Un sistema di disequazioni & un insieme di due o piu dise-
quazioni. Risolvere un sistema di disequazioni significa trovare 1'insieme dei
numeri reali che sono soluzioni comuni alle disequazioni del sistema, cioe
che le verificano tutte contemporaneamente.

Per risolvere un sistema di disequazioni in una sola incognita si procede come
segue:

e sirisolvono separatamente le disequazioni del sistema, determinando i rispet-
tivi insiemi soluzione

e si rappresentano le soluzioni delle disequazioni nella tabella del sistema

e si trovano gli intervalli in cui le disequazioni sono tutte verificate contempo-
raneamente

- o . I —-1>0
Esercizio 72. Risolvi il sistema di disequazioni { 73(_ < i 0
Soluzione.

¢ Risolviamo separatamente le due disequazioni D e D, e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

— Prima disequazione:

x—1>0 = x>1 = 8§ ={x>1}

&

[
.

X

- Seconda disequazione:

3—x20 = x<3 = 8 ={x<3}

[ o8}

X

o Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

d—

3
‘ X
81 O

83

8 O 9
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In cima alla tabella c’e la retta reale con i numeri in gioco (1 e 3) in ordine
crescente. Abbiamo rappresentato 87 con una prima linea spessa e 8, con una
seconda linea spessa. Su una terza linea abbiamo rappresentato 1'insieme
degli elementi comuni a 871 e §,, che e I'insieme 8 delle soluzioni del sistema.
Per indicare che 1 non appartiene a § mentre 3 vi appartiene, li abbiamo
evidenziati con un pallino vuoto e un pallino pieno, rispettivamente.

¢ L'insieme soluzione e dunque:

S§={1<x<3}=(1,3] O

3x—9>0

Esercizio 73. Risolvi il sistema di disequazioni { 2 <0

Soluzione.

¢ Risolviamo separatamente le due disequazioni D e D, e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

- Prima disequazione:

x—9>0 = 3x>9 = x>3 = §={x>3}

- Seconda disequazione:

2x—2<0 = <2 = x<1 = 8§ ={x<1}

o Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

Il
T

1 3

X
81 O —

e Il grafico mostra che i due insiemi soluzione non hanno elementi in comune,
quindi il sistema & impossibile:

§=10 O
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x?—4<0
x2—1>0

Esercizio 74. Risolvi il sistema di disequazioni {
Soluzione.

¢ Risolviamo separatamente le due disequazioni D; e D, e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

- Risolviamo l'equazione associata alla prima disequazione:

X2 —4=0 =— x(=4 = x=+2

La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 1’asse x.

La disequazione & verificata quando la parabola sta sotto 1’asse x o lo
interseca.

_2\/2 " x

S1={-2<x<2}

Quindi:

- Risolviamo 'equazione associata alla seconda disequazione:

2 1=0 =— x%=1 = x =4I

X

La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 1’asse x.

La disequazione & verificata quando la parabola sta sopra 1’asse x.

8§ ={x<-1TVx>1}

Quindi:

¢ Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

-2 .
T T X

W_‘
BN

L ]
L J

81
8o o o

57



58 | DISEQUAZIONI

e In conclusione

S§={-2<x<-1VIi<x<2}=[-2,-1) U (1,2] O
5x—=5>0
Esercizio 75. Risolvi il sistema di disequazioni { 5x —10 >0
—x+3>0

Soluzione.

e Risolviamo separatamente le tre disequazioni Dy, D, e D3 e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

- Prima disequazione:

5—5>0 = bx>5 = 8§ ={x>1}

- Seconda disequazione:

5—10>0 = 5bhx>10 = x>2 = & ={x>2}

— Terza disequazione:

—Xx+320 = —x>-3 = x<3 = 83={x<3}

o Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

] $ 3

S] (o,
82 O

()
w
{ ]

o In conclusione:
§={2<x<3}=(2,3] O
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x

|
w
A

Esercizio 76. Risolvi il sistema di disequazioni { 6x —x

x

_I_

w

A\VAREN

o\ ©
o

Soluzione.

e Risolviamo separatamente le tre disequazioni D1, D, e D3 e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

- Prima disequazione:

x—3<0 = x<3 = 8§ ={x<3}

ow

X
- Risolviamo 'equazione associata alla seconda disequazione:
bx—x2=0 = x(6—x)=0
da cui
x=0 V x=6

La parabola associata volge la concavita verso il basso ed e secante 1'as-
se x. La disequazione ¢ verificata quando la parabola sta sopra 1’asse x o

lo interseca.
0, N6 .
/ \ X

x+3>20 = x>-3 = 83={x>=-3}

Quindi:

- Terza disequazione:

e Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

=3 0 3 6
X
81 O
Sy ° o
53 @

S
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e In conclusione:

§={0<x<3}=10,3) O
X <0
Esercizio 77. Risolvi il sistema di disequazioni { X —3
x2—3x+2>0

Soluzione.
» Risolviamo separatamente le due disequazioni D7 e D, e determiniamo i
rispettivi insiemi soluzione.

- La prima disequazione é fratta. Studiamo il segno del numeratore e del
denominatore.

* Numeratore:

x>0
Q >
- Tx
* Denominatore:
x—3>0 — x>3
3
- X
Costruiamo la tabella dei segni
0 3
: : -
X
N - o + +
D - - . +
F + o - ° +

81

Quindi:
81 ={0<x<3}

- Risolviamo l'equazione associata alla seconda disequazione:
x> —3x+2=0 = (x—1)(x—=2)=0

da cui
x=1 V x=2

La parabola associata volge la concavita verso 1'alto ed e secante 'asse x.
La disequazione ¢ verificata quando la parabola sta sopra 1’asse x.
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N2 x
Quindi:
Sy ={x<1Vx>2}

o Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo gli elementi comuni.

0 ! 2 3 .
T T T T X
31 c o)
8o o o
)
e In conclusione l'insieme soluzione é:
S={0<x<1TV2<x<3}=1[0,1) U (2,3) O

2.0 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

@D Determina la scrittura corretta per ciascuno seguenti grafici.

a.

x<73 E x> -3 x<f3 @x>f3

oro
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x <42

E x> —2

3

—2<x<

3

x<5Vx>3 3>x>=5

1

3<x<5

Y

X
R\{—1,0} “1>x>0 —1<x<0 [D] 0<x<—1

x>0

[+ ]

B x> o

:

x <0

2

x>1Vx<2 [B] 1<x<2

Risolvi le seguenti disequazioni lineari.

x—2>0
x+5>0
x—4>0
x—5>0
x+3<0
—1<x
3>x
3—x>x
2x >3
3x<4
5x > —4
—x+3>0
—x—3<0

[x > 2]
[x > —5]
[x > 4]

oO—>

D] 0<x<0

X
x<1Ax>2 [D] 2>1

[Due risposte A, una B, due C e due D]

Ix+4 > 2
Ix+4 <2

—3x>0

—3x <0

—_ —~  —~  —~ o~

—3x—-8>2

2x+ 8

2x+2
2x+2

1]
]

<0
[x < 5]

[x

IN

[x

) [impossibile]
) [Vx € R]
) [Vx € R]
) [Vx € R]
) [impossibile]
)

[impossibile]

<20
=3

[x < 0]

[x > 0]
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—3x+5>0 [xéi
—3x—8>0 x<—§
3_
4
4x+4>3(x+§> [x > 0]
LN <3
3*7 by
—ﬂx20 x < 0]
3
—ﬂx>% x<—1_
3773 = 2]
2.0 _—
3" haard
2 27
_x < =
3x\9 [x/ 7|
x5 ! o>
2 5 5|
+1 x+3_1 <_§'
L) 3 x vy
x+5 x—1
3 +3+4+2 3 <x+4 [VxeR]

00000000000 C O

3—x(x+1)— [x—Z(] —3x)]< (3—x)(3+x)

(Bx+1)(2x—3) <6x(x—1)—x
(2x+1)2 <6+ (2x—1)2 —=3(1 —2x)

(3x +1)2 —4x(x —2) < 5x(x+6) — 16x
3x+1 x+5 <]7x+2

4 3 - 6
T—x  2x—1 > 3x—1 —5<x+1)
4 2 4 3
4[xg2_2(xg1 _1;x)] cx_38
_44x - 2x+1 +Zx+1
8 4 8
x—3+x—4 o 2x—5+4—3x
4 3 2 6

7x

10x — 3 - §+3x+1071+3x
8 2 8 8
5«+1 2x—5 2x—3 1—x

0 3 72 s

2.9 ESERCIZI |

(x+3)2 > (x—2)(x+2) [x> —13}

6
§x—|—1<5 %x—l x>§
2 4 3 2 2
T—(2x—4)2 > —x(4x+1)+2 [x > 1]
(x+1)2 > (x—1)? [x > 0]

1
%(x+1)—§(1—x)<x+2 [x < 1]
3X;1—5<2x+zx+3 [x > —3]
3(x—1)—2<5x+1 [x > —3]
9(20—5%x) +27 > 8(5x—6)  [x < 3]
1 x—4 5x—6
FR > c +1 [Vx € R]
N 7
2 57706 har
3x 1 x 1
3 4 3", be <8l
3x—1+1 x—1 3

4 6573 S5
x+1 x—2_3

bt <

5 10 ° 5 be < —10]

|:X>—2_

[Vx € R]

v <]

2_

limpossibile]

\7_

x> -8

-9

[x > 4]

x<?1

7

[x > 3]
[x > 2]
[x < 4]

63
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Risolvi le seguenti disequazioni di secondo grado.

o
(o5)

000006000 00000000 00000000000 @ ©

57
32 —2x>0 {x<0\/x>3
2 | |
X +x <0 —§<X<O
2 1]
x—3x“>0 O<x<§
x2—4>0 x<—-2Vx2x2
%2 —18<0 [-3 <x<3]
X2 +4>0 [vx € R]
x24+9<0 limpossibile
1—x2 <0 k<—-1TVx>

x2 —3x—4>0 x<—-TVx>4

]
1]
]
]

x?—3x—4<0 1 <x<4
X2 —2x+1>0 [x # 1]
4x2 —4x+1>0 [Vx € R]
X2+ 2x+1<0 [impossibile]
4x? +4x+1<0 [—H
2x2 —3x+4>0 [Vx € R]
x2—x+1<0 [impossibile]
(x+2)3—%x)<0 [x<-2Vx=>3]
x(x—2)>0 x<0Vx>2]
2 2
x2—16 <0 (4 <x <4
4x2 —2x < 0 [O<x<;
X2 +17x+16 <0 [-16 <x < —1]
x24+6x+9>0 [Vx € R]
X2 —5x+6<0 2<x<3]
X2 +3x—4 <0 4 <x <]
X2 +4>3 [vx € R]
x2+3< -1 limpossibile]
(Bx+4)2 < (x+12)2  [-4<x<4]
3x2 +15x > 0 [x <=5 Vx>0]

000660066666 @@@@@@@@@@ 9 000060600

16x2 +24x+9 < 0
3x2 —6x+3<0

[impossibile]
limpossibile]
x<—6Vx>—1]

1 <x<3]

X2 +7x+6>0
x2 —4x+3<0

2% +3x—2>0 {xg—Z\/x}%
X2 +5x+6>20 Vx € R]
32 +2x—1<0 [—1<x<;
2 3_
4xc4+12x+9 >0 x;é—i
5x2 —6x+2 <0 [impossibile]
x24+10x+25>0 Vx € R]
x2—6x+9 <0 [x = 3]
2x2+5>0 vx € R]
3x2+12<0 limpossibile]

x2—x—2>0 x<—-1Vx>2

]
x2+6x+5<0 [5 <x < —1]
—x? +4x—3>0 [1<x<3
x2—7x >0 x<0Vx>7]
x?—49 <0 7 <x <7
22 4+x—1>0 {x<—1\/x>;
X2 +2x+1>0 [x # —1]
X2 +2x+120 [vx € R]
X2 —x+4>0 [vx € R]
—x2+2x—5>0 [impossibile]
—9x2 4 12x—4>0 [x:ﬂ
X2 —4x+4>0 [x # 2]
X2 +4x+4<0 [x = —2]
4x? —4x+1<0 [impossibile]
X2 +x+3>0 [¥x € R]

3x2+5x—2<0

1
) -
l: <X<3:|
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X2 —8x+16>0 [x # 4]
x2 +5x+7<0 [impossibile]
I —12x+9>0 [vx € R]
4x?—9>0 x<—%\/x>%
X% +7>0 [Vx € R]
5x—xZ >0 0 < x < 5]
x2—16>0 x < —4\ x> 4]
—x2+8x—12>0 2<x<6
—x% >0 [impossibile]

6x> —5x+1>0 [xééVx}H

9x2+8x—1<0 {—1<x<”

600 0600060 O

(2—x)(2+x)_1—3x>§_ _1+x2
3 5 5 15

(2x—3)2=3(1—4x)—4>0

(fo)(2+x)71f3x>§7 71+x2
3 5 5 15

2.9 ESERCIZI |

7
7x—2x2 <0 {x<0\/x>2}

X2 —10x+25<0 [impossibile]

4—%x2<0 x<—-2Vx=>2]
2x% +16x+32>0 [x # —4]
x24+10x+25<0 [x = —5]
—x?2+8x—7<0 K<TVx>7
5x — 15%% > 0 {o<x<ﬂ
x—7x2—2<0 Vx € R]
x2 —8x+15<0 B<x<5
x2+13x+36 <0 -9 < x < 4]

0<x< 6]

Risolvi le seguenti disequazioni di grado superiore al secondo.

0600 060660 666

x*—81>0 [x <=3V x>3]
x3 > x2 [x > 1]
x> —2x* <0 {x<0\/x>%
81x* —1>0 xé—l\/x>l-
3 3]

81x* +1>0 [vx € R]
2 2]

4_16< T <xg=
81x 16 <0 [ 3\x\3_

A2 +A4x >0 [x=—-2V x>0
x3—dx2+3x>0[0<x <1V x>3

x3—4x? +x—4<0 [x < 4]

x3—3x2+2x >0
x> —9x%2 +8x >0
x3 —8x2 +12x <0
x* —3x3 —29x% + 75x + 100 > 0

60

© 06000000

2 2
0 < x < 6]
x>+ 2x%2 —4x—8 <0 [x < 2]
x*—1<0 1 <x<1]
A3 +4x2 —4x —4 > 0 x > 1]
x> —6x2+9x <0 x<0V x=23]
+x24+x<0 [x < 0]
16 —x* <0 x<—2Vx>2]
x*+x24+10>0 [¥x € R]
x4+ x2+100<0 [impossibile]
x> —8>0 x> 2]
33 —3—-7x2+7x<0 x < 1]
3
4 _ 2 2
16x 81 <0 {2<x<2
D<x<1TVx

<0V 2<x

>2
D<x<ITVx>8
<6
xk<—-5V-T<x<4Vx>5

65
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Risolvi le seguenti disequazioni fratte.

2 1 1
X; <0 P2<x<4
4_32x<0 [x > 2]
x—4
2—x<0 x <2V x>4
2 _
Eifg;é<0 M<x<2Vx>4]
—1 1
3;_3 >0 {X<3VX>3}
st DU NS VR NSNS
x—1 = =2 2
2
X —4x+4
-2
5 >0 <2V x>3
it$<2 x<1Vx>4]
4 —3x 6 11
> - Vx>
G x> > [X<5 X2
zti/o x<—8V x>2]
3x+4 1 )
21 >2 —ESXSZ_
3 1 7
< <=
7y Sy {2<x\2\/x>4_
2 2—6x o8]
4x—16 ~ x2—8x+16 13 ]
2 2x—2
2
=2 S gy o< x<?
4—3x  3x+1
- - { <f\/x>2}
Sx—4 _ x—4
<2 4
3x—12 7 4—x b Vx4l
2—x 5x — 1 1
< —
5x—15 S 2x—6 {X\s\/x>3
X 1 2
2 " 2 g X<
2 1 > 1_
2x2 —x X 2]
x2 —5x+6
x2 —7x+12 ] be<dx#3]

0060060060600 HEEE06EE600B66

.
< —
_1° |:X\0\/X>3-
>2 1<x<2
—2x+1 1 i
5x +20 _2x—8 1 ex<1]
5x+5 2x—2
3X_2>O x<—5Vx>%
x+5 3]
x—2
>0 2 <x < 5]
x—5
X7]>O x<—1Vx>T]
x+1
4 —2x
X+3>O 3 <x<2]
X+]< Xx<—-1TVx>1]
T—x
442
Jr'X<O [2<x<1]
x—1
STX [x <3V x3>5
3—x
3x—5 3 5
b > 2
3-2x S P<2VX/J
X_8>O x<4Vx>8
x—4
2 _
X 5<O P<x<5}
2
<
Fp— [0 <x < 3]
X751 <0 x < 1]
T—x
A7
— <3 P<]VX>3
2X+1>3 4 <x<13]
x—4
5Xi6>2 x<—1\/x>§
x+1 3]
2 _
=3, > 5]
x—5
3 14x 2 )
i {x<7\/x>2_
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1 3 19 x? —3x+5
e > 2 _
6 y— X<4\/X/24_ ap 7 <0 1 <x<1]
13 I 17 5x% —4x 47
— > 26 O<x< = ql:, ————— < <X ¢
x i * 2] x2 —6x+9 [O * 5]
1 1 x—2 3
_ —1 1 4
3713 3<x<3 &P — > [Fl<x<1Vx>4
x—4 3 1 [ | X 1 1 3 |
_ - z Yoo o <x<2vx>1
73" _ <x<4_ @D 5>1-5 { g SxX<g Vx>l
5 :
X —2x+1 1 1 1
= —— XK o
<0 k<2Ax#1 @D x> [4 x< g
2 2
X< —3x X +5x+4
v X moxTa 4
3 0 k<0Vx>3 B s <0 [4 < x <6
2x—8
4
" 16x T4 T<x<4Vx>7]
3_xzl x4l [x<0V2<x< 6]
x 2—x x—2
24
—2 5 2
ey TR [F2<x<5x#2
2 2x—5
- 3V
3 29 0 [x <=3V x>3]
3x+12
0 <—4V2 4
(x—4)(6—3x) bx <x <4
2 1 3
— > <— -2 —1
x+2 x+17 2x+2 <=6V -2<x<-I]
3 22 x+1 1 1]
< - —<x< =
2x—1 " 2x2 —x X {X<O\/4\X<2_
x| xH2 >§ l<x<l\/x>1_
2x—1  2x+1 " 2 2 10 2]
4 1 X 1 1 3]
< < — — _ > 2
yreRe B N B B M ["\ TVmgsx<gzVxzg]
N :
X-—7x+6 2
3 <1 =
T — 32 0 [x<0\/3<x Vx=>6
1 1 1
-+ = > xk<—-1V0Oi<x<1Vx>2]
x 2 x—1
3—x _ x—1 2 5]
> 3<x<-1V2<x<?
x—27 x+3 x2+x—6 {3<X =X 2]
X 4—x 2x 41 5]
— > 2V x>
x+1 x+27 x2+3x+2 {X< * 2]
x+l_ 2 x+] X<O\/1<x<1
X x  x—1 3 |
5 5x+4 7 |
< Z _
2x+6 7 x2+6x+9 {X\S’X# 3_
1 X 1 |
- <5 Z 5, x 71
x o x2—2x+1 [X<O\/x 2)67,é ]

67



68 | DISEQUAZIONI
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(x +2)? (x—2)(x+2)>4x+4

4 6 3
(2x+1)2 —8x < 24+ (x — 2)?
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+5<x(x+1)

A3 +4x% < 1+x

x3+3x2—x—3<0
3+x2—9%x—9>0

2x3 4+3x?2 —5x < 0

x> —xZ2—2x >0

x3—2x* —15x > 0
X3 —2x*—x+2>0
x* 4ax3 +3x%2 >0
x*—10x2 +9 <0
X3 +3x% +2x <0
x3 —6x% 4+ 10 > —3x
x3—2x2 —x+2<0

00606606 000060 @ O

Risolvi i seguenti sistemi di disequazioni.

x? <0
@ {2—3x>0 o]
(280 { ;X_; 32 x limpossibile]
3x <4 4 4
D {5x>—4 [75<X<§}
2x <3 4 3
2524 {3x>4 [§<X<E}
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x<—-3V-T<x<l]
[3<x<—-1Vx=>3]

[x<—§\/0<x<1}

2 3
[(3<x<0V x>
1<x<1T Vx>

1 2
[—éxéOVx}}

k<-=3Vx>-1,x#
[3<x<—-TVI1I<xK
x<—-2V-lT<x<
[—1<x<2Vx>
k<—-1TV1<x<

3x—5<2 B
X+7>—2x

3—x>x—3
—-x+3>0

—x—3<3
34+2x > 3x+2

2x—1>2x

3x13<3 [impossibile]
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x71+x72<2 1<2 )
x— -
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2x2 —5%x+2>0

(333

—_

1
—3<x<§\/x>2
x—2>-x—4

~3
—2x(1—x%) <0
@ 1 3 Xk<-1TVOL<xKT]
EX—E(X_])>O

€D Vero o falso?

a. La disequazione (x — N2> (x+1)%e possibile, anche la disequazione e

di primo grado. impossibile.

<]
l

b. La disequazione x(x —1) > 2x

equivaleax—1> 2. e. L'insieme soluzione di una disequa-
. . Z
. . . . . Z101 1 n T
¢. L'insieme soluzione di una disequa- 0 eod secAo doog\ado ax +§X—1’__
. . . n itui i
zione di secondo grado varia a se- ¢ = ,llC‘O = 11, € clost.tu .to ag
conda del segno del discriminante 1ntefva 1§stern1a € soluziont xj € x3
, . . dell’equazione associata, qualsiasi sia
dell’equazione associata.

il segno del coefficiente a.
d. Se l'equazione associata a una di-

sequazione di secondo grado & im- [2 affermazioni vere e 3 false]
€D Indica la risposta corretta.
a. Se risolvendo una disequazione 'incognita viene eliminata, allora la disequazione:

pud essere impossibile non si puo risolvere

& sempre verificata @ & indeterminata
b. Data la disequazione —2x — 1 > 2, moltiplicando i due membri per —1 si ottiene:

x—-1<-2 x—12>-2 x+122  [D] x+1<-2

c. La disequazione 3x < —1 ¢ verificata per:

X<3 X<—3 XS @xg—%

W[ =

d. La disequazione 3 —x > 1 & verificata per:
x<2 E x< -2 x> —2 @x<4
e. L'insieme soluzione della disequazione 0-x > 1 &:

[A] R [B] 0 [c] (x>0} D] {x>1}
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. . 4 i
f. La disequazione —<x > 1 & verificata per:

3
[A] x>

3
< — C >
x< -] x
. . 4 . o
g. La disequazione _§X > 0 e verificata per:

x <0 x>0 x <
h. L'insieme soluzione della disequazione 5 +x > 4 +x é:
[A] R [B] 0 [C] (x>0} D] {(x>1}

i. L'insieme soluzione della disequazione 4x +4 > 2(2x + 2) é:

R 0 (x>0) D] {x=0}

Alw
®
WV

[
Wl =

Wl

Bl w
®
WV

A~ w

4
j- L'insieme soluzione della disequazione 4x +4 > 3 (X + 3> e:

[A] R [B] 0 [C] (x>0} D] {x>136}

[Quattro risposte A, tre B, una C e due D]
@ Indica la risposta corretta.

a. L'insieme soluzione della disequazione (x — 224 x+2< (x=1)(x+1) e
{X>§} [B] {(x>1} [c] (x>2} D] 0
b. Se a e b sono due numeri positivi tali che a > b, allora:
—a>—b —-b<a —a>b @

¢. Date le due disequazioni

fl—=
o =

4—x<3—2x x—4>2x—3

allora:
hanno le stesse soluzioni

le soluzioni della prima sono opposte a quelle della seconda
non c’e alcun legame tra le soluzioni delle due disequazioni

@ le soluzioni della prima hanno il verso contrario rispetto a quelle della seconda
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d. Se a e b sono due numeri negativi tali che a > b, allora:
—a<-b —a>-—b —a<b @

e. Quale tra le seguenti disequazioni rappresenta il problema «trova i numeri tali che il
loro doppio sia minore del loro triplo diminuito di 1»?

2x < 3x—1 2x > 3x—1 3x > 2x—1 @ 3x < 2x—1
f. La disequazione (x — 1)x > 0 & verificata per:

x<0\/x>1 O<x<1 x>0 @x<1

fl—=
o' =

x+1
g. La disequazione * 2 > 0 & verificata per:

X —

1<x<2 “1<x<2
x<—1Vx>2 D] —2<x<1

< 1 & verificata per:

x+1
h. La di i
a disequazione — )

x<I1TVx>2 x> —2
—2<x<1 @ x> 1

. . x—=1>0, .. .
i. Il sistema { x+2<0° verificato per:
—2<x<1 —T<x<2
E T<x<2 @ mai verificato
(x+1)(x+2)>0
jo Il sistema ¢ x_1 e verificato per:
<
x—2

X< —2Vx>1 “1<x<1
B] 1<x<2 D] —1<x<2

[Cinque risposte A, tre B, una C e una D]
@ Indica la risposta corretta.

a. Una sola delle disequazioni seguenti (in cui x € R) & impossibile. Quale?

x% < x 2x—4 <0 x<x+1 IE‘ x>x+1
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. Le lettere a e b rappresentano due numeri reali. Si sa che a < b. Allora, necessaria-
mente:

b—a<0 a/b <0 b—a>0 D] a—b>0

. Sisa che 2x < 11. Allora, necessariamente:

x <5 x <1172

E x> —9 @ nessuna delle precedenti

. Si sa che —2x < 11. Allora, necessariamente:

x<9 x<11/2

E x> =9 @ nessuna delle precedenti

. Uno solo dei seguenti numeri & una soluzione della disequazione 5(x — 1) < 4x + 3.
Quale?

[A] 7 B] 8 c] 9 D] 10

. L'insieme soluzione della disequazione x* > —3, disegnato sulla retta reale, &:

un punto un intervallo illimitato

E un intervallo limitato @ tutta la retta

. L'insieme soluzione della disequazione x + 2x + 3x < 4x + 5x &:

vuoto un intervallo limitato

. formato da un solo elemento IE‘ un intervallo illimitato

. L'insieme soluzione della disequazione x + 2x 4 3x > 4x + 5x &:

vuoto un intervallo limitato

formato da un solo elemento @ un intervallo illimitato

i. La disequazione x —2(1 —x) < 2x & verificata per:

x=2 E x <2 x=0 @ x>0

x—1<5
j. L'insieme soluzione del sistema ¢ x—1>5 ¢
x—3<0
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0 {1} (3} D] {5}

[Due risposte A, una B, due C e cinque D]

@ Indica la risposta corretta.

a.

. I’insieme soluzione del sistema {

3

La disequazione x3 —x? +4x < 0 & verificata per:

x>0 x<0 7%<X<§ @x>4

. Se —1 < x <0, allora quale delle seguenti affermazioni e falsa?

a] L [B] x¥2—1<0 I=x D] 1>

X

. Il trinomio 2x% —5x — 8

non ¢ mai negativo non € mai positivo

€ negativo in un intervallo limitato nessuna delle risposte precedenti

. Il trinomio 2x% —5x + 8

non e mai negativo non e mai positivo

€ negativo in un intervallo limitato @ nessuna delle risposte precedenti

. {3 < x < 7}elinsieme soluzione della disequazione:

X2 —10x+21 <0 X2 —10x+21 >0
X2+ 10x 421 <0 D] x24+10x+21>0

. Una disequazione di secondo grado in cui il trinomio ha discriminante positivo:

ha una sola soluzione ha infinite soluzioni

ha esattamente due soluzioni @ & impossibile o indeterminata

. Una disequazione di secondo grado in cui il trinomio ha discriminante negativo:

ha una sola soluzione ha infinite soluzioni

ha esattamente due soluzioni @ & impossibile o indeterminata

42 —3x—1>0

, rappresentato sulla retta reale,
x2—2x <0 PP

e:
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vuoto un intervallo limitato

un punto @ un intervallo illimitato
i. L'insieme soluzione della disequazione x* < —3, rappresentato sulla retta reale, &

vuoto un intervallo limitato

un punto @ un intervallo illimitato
j- L'insieme soluzione della disequazione x> -3, rappresentato sulla retta reale, e:

vuoto un intervallo limitato

un punto @ un intervallo illimitato

[Tre risposte A, due B, due C e tre D]
€ Indica la risposta corretta.

N

a. L'insieme soluzione della disequazione (x* 4+ 1)(x* —1) < 0 &
[A] (x>1) B] (-1<x<1} [C] {x<-1) D] {(x<-1Vx>1}

b. Si considerino le due disequazioni x > 1 e x? > 1. Allora:

sono equivalenti

I'elevamento al quadrato ha fatto perdere soluzioni
I’elevamento al quadrato ha introdotto soluzioni estranee

@ la seconda disequazione & sempre verificata

. N . L 11
¢. Si considerino le due disequazioni x2 4+ - > —ex?>0. Allora:
XX
gli insiemi soluzioni delle due disequazioni sono disgiunti
la prima disequazione & verificata per ogni x € R

sono equivalenti

@ ogni soluzione della prima disequazione & anche soluzione della seconda

d. L'insieme soluzione della disequazione (V2—V3)x<0e:

R (x>0} (x>0} D] {x<0}
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e. Si considerino le due disequazioni x> —x2>0ex—132>0. Allora:

sono equivalenti
D]

ogni soluzione della prima disequazione & anche soluzione della seconda
ogni soluzione della seconda disequazione & anche soluzione della prima

gli insiemi soluzione delle due disequazioni sono disgiunti

f. L'insieme soluzione della disequazione x? > 0 &

R\{0}

(x>0}

{x>0}

D] R

g. L'insieme soluzione della disequazione x? > 0 &:

{x>0}

(x>0}

€ Vero o falso?

a.

Aggiungendo un numero negativo a
entrambi i membri di una disugua-
glianza, si ottiene una disuguaglianza

di verso opposto.

. Moltiplicando entrambi i membri di

una disuguaglianza per uno stesso nu-
mero si ottiene sempre una disugua-

glianza dello stesso verso.

. Dividendo entrambi i membri di una

disuguaglianza per un numero positi-
vo si ottiene una disuguaglianza dello

stesso verso.

. La disuguaglianza fra i reciproci di

due numeri negativi ha verso con-
trario rispetto a quello fra i numeri

stessi.

. In generale, le disequazioni linea-

ri hanno come soluzione un unico

valore.

€P Indica la risposta corretta.

R\ {0}

D] R

[Una risposta A, una B, tre C e due D]

. In generale, I'insieme soluzione di una

disequazione lineare e costituito da un

numero finito di valori.

. Due disequazioni si dicono equivalenti

se hanno le stesse soluzioni.

. Se si moltiplicano entrambi i mem-

bri di una disequazione per uno stes-
so numero diverso da zero, si ottie-
ne una disequazione a essa equivalen-

te.

i. Due disequazioni equivalenti hanno

lo stesso verso.

j. Tutte le disequazioni impossibili sono

[4 affermazioni vere e 6 false]

fra loro equivalenti.

a. Se fra tre numeri reali a, b e ¢, vale la relazione 0 < a < b < ¢, quale delle seguenti

affermazioni e sicuramente falsa?
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1/c<1/a E c—b>0 a? < b2 @ a—2b>0
b. Le seguenti disequazioni sono tutte equivalenti, tranne una. Quale?

x> 4 B] x>2 X+2>0 [D] —2x < —4

c. Considera le due disuguaglianze:
—5<-3 —4<7
Quale, delle seguenti affermazioni, & falsa?
sono entrambe disuguaglianze vere

. hanno entrambe lo stesso verso

Sommando 4 a entrambi i membri delle disuguaglianze, i loro versi restano

inalterati

@ Moltiplicando per —5 entrambi i membri delle disuguaglianze, la prima cambia

verso mentre nella seconda il verso resta lo stesso
d. Sono date le due disequazioni:
3x=3)>7x+5 3(x—=3)>7
Fra le seguenti, qual e 1'unica affermazione vera?
x = 0 & soluzione della prima disequazione
x =5 & soluzione della seconda disequazione
x =4 non & soluzione né della prima né della seconda disequazione
@ le due disequazioni sono equivalenti perché hanno il primo membro uguale

e. Sono date le due disequazioni:

1 1 1
EX_3<O EX_3<§X_2

Fra le seguenti, qual & 1'unica affermazione falsa?

Sono tutte determinate
x = 0 e soluzione di entrambe le disequazioni

Se un valore di x soddisfa la prima disequazione, allora soddisfa la seconda

@ Se un valore di x soddisfa la seconda disequazione, allora non soddisfa la prima

f. Quale, fra le seguenti disequazioni, ha come insieme soluzione [2/3,4+0c0)?

79
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2-3x>0

2<3x

3-2x<0

@ 3 < 2x

g. Quale, fra le seguenti disequazioni, non ha come insieme soluzione [—1/2,+00)?

—2x <1

h. La disequazione —1/x > 0 & verificata per:

x <0
i. La disequazione (x —1)/x < 0 & verificata per:

x <1
Xx<O0Vx>-—1

x>—1/2

E x < —1

x>—(x+1)

x> 1

[D] 2x <1

@ x>0

x<0Vx>1
@ 0<x«l1

j- Solo una, delle seguenti disequazioni, & equivalente alla disequazione —6x + 2 <

Ix > —1

2x — 4. Quale?

4x > -3

€P Vero o falso?

a.

Se una disequazione ha come risulta-
to 2 > 0, allora x = 0 & una soluzione

della disequazione.

. Una disequazione che non & verifi-

cata per alcun valore di x e detta

impossibile.

. La disequazione x < x & impossibi-

le.

. La disequazione x > x ¢ indetermina-

ta.

. La disequazione 3x > —3 ha come

soluzione x < —1.

. Una disequazione si dice fratta se con-

tiene l'incognita sia al numeratore che

al denominatore.

. Studiare il segno di una frazione alge-

brica vuol dire cercare per quali valo-

Ix < -1

D] —4x< -3

[Una risposta A, una B, due C e sei D]

ri dell’incognita la frazione & positiva,

negativa o nulla.

. Nelle disequazioni fratte, I'insieme so-

luzione puo anche essere un intervallo

limitato.

. In un sistema di due disequazioni e

possibile che queste abbiano soluzioni

e che il sistema non ne abbia.

j. Le soluzioni di un sistema di disequa-

zioni devono soddisfare ogni disequa-

zione che lo compone.

. Se una delle disequazioni di un siste-

ma ¢ indeterminata, allora il sistema &

indeterminato.

. Se una delle disequazioni di un siste-

ma ¢ impossibile, allora il sistema &

[9 affermazioni vere e 3 false]

impossibile.
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€D Indica la risposta corretta.

a. E dato il seguente problema: «Un rettangolo, con un lato di 10 cm, ha il perimetro
non inferiore a 30 cm. Quali valori pud assumere 1'altro lato?» Quale, fra le seguenti
disequazioni, ne ¢ la traduzione algebrica?

2(104x) =30 [B] 2(10+x) <30 2(10+x) <30 [D] 2(104x) > 30

1 1
b. Fra le seguenti, qual ¢ la frase che traduce la disequazione X~ 3 < 3x— E?

La meta di un numero sommata a 3 La differenza tra la meta di un nu-
non e superiore alla differenza tra il tri- mero e 3 non & superiore alla differenza
plo del numero stesso e 1/2. Trova il nu- tra il triplo del numero stesso e 1/2. Tro-
mero. va il numero.

La meta di un numero sommata a 3 @ Togliendo 3 alla meta di un numero

¢ inferiore al triplo del numero stesso me- si ottiene un numero non superiore al tri-

no 1/2. Trova il numero. plo della differenza tra il numero stesso
el/2.

o 2x—4 >0 .
c. Dato il sistema x4 >0 WO dei seguenti valori non appartiene all’insieme

delle sue soluzioni. Quale?

(A] 1 B| 2 cl 3 D] 4

x2 —25<
x2+3x>18

x>3 E x<5 3<x<5 @3<x<5
e. Quale delle seguenti disequazioni e fratta?
3—x 3—x 1 1 44 2x
35 <0 3 20 sx—z20 [D] =<0
f. Quale delle seguenti & una disequazione di secondo grado nell’incognita x?
x—(x-2)>0 [B] x+(x+2)>20 [D] x(x+2)<0

g. Quante soluzioni ha la disequazione x? —4x 44 < 0?

nessuna E una due @ infinite

h. Il valore —1 appartiene all'insieme soluzione della disequazione:

—1-x2>0 1+x2 <0 1-x2>0  [D] 1-x%<0

d. II sistema { e verificato per:




82 | DISEQUAZIONI

i. La disequazione 1 —4x? < 0 & verificata per:
X§*%\/X> —2<x<2
—%gxg D] x<—2Vx>2

j- Il valore 3 appartiene all'insieme soluzione del sistema di disequazioni:

X2 +4>0 X2 —4>0 x? <0 x> =120
{x2+16<o {x2—16<o {x2—3>0 D] {x2+3<o

N —

N —

[Due risposte A, tre B, due C e tre D]

€D Indica la risposta corretta.

x2 —5x+6<0
x2 —4<0

x=2 -3<x<2
—3<x<2 D] x=42Vx=3

a. Il sistema di disequazioni { e verificato per:

b. La disequazione fratta > 0 e verificata per:

1
x—3
x#3 E x>3 x> 1 @ 1<x<3

3x2+1
)

nessuna E una due @ infinite

1
d. La disequazione fratta — < 2 & verificata per:
X

x>0 xé% O<x<] @x<0\/x>

2

¢. Quante sono le soluzioni della disequazione <0?

Y
(Y

—4
> 0?

e. Quale dei seguenti numeri e soluzione della disequazione x "
0 B : D] 3
f. Il segno della frazione algebrica 1=x dipende:
’ & & T1x2 9P ’

solo dal segno del numeratore solo dal segno del denominatore

dal segno di x? @ non si pud sapere senza risolverla
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N

g. la frazione algebrica )5(7

sempre positiva
sempre non negativa

sempre positiva tranne che per x =5, dove non & definita
@ sempre negativa tranne che per x = 5, dove non ¢ definita

h. Considerata la funzione f(x) = 2x? + 3, quale delle seguenti proposizioni & corretta?

f(x) >0 VxeR f(x) >0 VX>—;
f(x) >0 ¥x>0 D] f(x) >0 vX<—%

i. Considerata la funzione f(x) = 1 —4x?, quale delle seguenti proposizioni & corretta?

f(x) >0 ngl% f(x) >0 Vxé—%Vx}%
f(x) >0 w>% D] f(x) =0 thaleche—%éxé%

j. La funzione f(x) = 5 —x? cambia segno in corrispondenza di x uguale a:
: B 45 £ D] +1/v5

k. L'insieme soluzione della disequazione (x —1)(x —2)(x —3) > 0 &:

0 (-1,2,-3}
{1,-2,3} [D] nessuno dei precedenti

o . . . x? +4
1. L'insieme soluzione della disequazione -y

0 (—2<x<2}
{—ﬁ<X<\/§} D] R

<0e:

=] [+]

[Quattro risposte A, una B, una C e sei D]
@ Indica la risposta corretta.

a. Sea>bec<b,allora:

a>b+c E a>c a=c @ a<c
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b. Se x e y sono numeri reali positivi tali che x < y allora:

1<x/y x <y? x? < xy IE‘ 1>y/x

c. La relazione 16 < x? < 36 & verificata per:

—6<x<—4V4<x<6 —6<x<—4
—6<x<4 D] 4<x<6

d. Quanti sono i numeri interi positivi che soddisfano la condizione «il loro triplo dimi-
nuito della loro meta & minore di 2»?

nessuno E uno due @ infiniti

e. Quanti sono i numeri reali positivi che soddisfano la condizione «il loro triplo dimi-
nuito della loro meta & minore di 2»?

nessuno E uno due @ infiniti

f. La disequazione —x?> —a >0, con a € R:
& impossibile per ogni a ¢ indeterminata per ogni a > 0
¢ indeterminata per ogni a @ se a > 0 & impossibile

g. La disequazione x? +y? > 2xy @ verificata:

sempre solosex >0ey >0

solose x =y =0 @ solo se x e y sono concordi

[Tre risposte A, una B, una C e due D]
€ Indica la risposta corretta.

a. La disequazione x? + 1 > 0 & verificata per:

ogni valore di x nessun valore di x

ogni valore di x tranne x = 1 @ x<—=1Vx>1

b. La disequazione x* —x + 2 < 0 & verificata:

mai per -1 <x <2

E sempre @ perx<—2Vx>1



¢. 1l trinomio x?

—2<x<3

Bl x<-3Vx>2

d. Il trinomio x% — 6x + 9 &

sempre positivo
sempre negativo

e. La disequazione x%2 —4x+4 <0 ha:

nessuna soluzione

E una sola soluzione

— X — 6 € positivo per:

2.9 ESERCIZI |

x>-2Ax>3

D] x<-2Vx>3

sempre non positivo
D]

sempre non negativo

due soluzioni

@ infinite soluzioni

f. Per quali delle seguenti disequazioni il valore 1 appartiene all’insieme soluzione?

2 —2x+1>0
x2 +x <1

x? —5x+6<0

D] x2—5x+6>0

. La disequazione —x2 4+ 4x — 3 > 0 & verificata per:
g q p

x<1Vx>3
x<—-1Vx=>3

@ Indica la risposta corretta.

a. Per quali valori di x & x? > 36?

x> —6

Bl x<—6Vx>6

1<x<3

@ nessun valore di x

[Due risposte A, una B, una C e tre D]

—6<x<6
@ X>6

b. La disequazione 9(3x2 +2) > 16(x — 3) @ verificata:

A | sempre
p

E solo se x < 0

c. La disequazione x? > x & verificata:

@ mai
solosex >0
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vx € R mai
perx <0V x>1 @ solo se x > 1

d. La disequazione x?

qualunque valore di x -3 <x<3

E x<—-3Vx>3 @ nessun valore di x

< —9 & verificata per:

e. Per quali valori di x, con a € R, la disequazione (ax)? + 3 > 0 & verificata?

solo per x = a sempre
solo per x =3 @ mai

1
f. La disequazione 7 < —1 & verificata per ogni x tale che:

x> 1 B] x<o0 “1<x<0 [D] x<-1,2

x—1

g. La frazione ] e
sempre positiva sempre positiva tranne per x = 1
sempre negativa @ sempre negativa tranne per x = 1

[Una risposta A, due B, due C e due D]



ESPONENZIALI E LOGARITMI

Oggi esistono calcolatrici e computer e non ci si rende conto dell'importanza di
fare i calcoli rapidamente e in modo preciso. Quando Nepero invento i logaritmi,
i matematici contemporanei dissero che era stata loro regalata la meta della vita:
infatti I'attivita principale dei matematici, e soprattutto di quelli che si occupavano
di astronomia e astrologia (cioe di quasi tutti), era quella di calcolare la posizione
dei pianeti, e I'espressione “calcoli astronomici” non era solo un modo di dire.

Con i logaritmi e possibile trasformare prodotti in somme, quozienti in differen-
ze, elevamenti a potenza in prodotti e calcoli di radici in quozienti, quindi tutte le
operazioni vengono molto semplificate.

A questo aggiungiamo che i nostri sensi sono “logaritmici”. Se per esempio
ascoltiamo un suono e sentiamo poi un altro suono che ci sembra di intensita
doppia, misurandoli vediamo che quest’ultimo ha intensita quattro volte superiore.
La stessa cosa accade se vediamo una luce e poi un’altra che ci sembra tre volte
piti forte: misurandole troviamo che quest’ultima & nove volte pit forte.

Il fatto che i nostri sensi siano in scala logaritmica ci permette di avere uno
spettro di sensazioni molto pitt ampio di quello che avremmo se i nostri sensi
fossero lineari. La risposta logaritmica del nostro udito ci permette di ascoltare il
fruscio delle foglie in una giornata di leggera brezza, ma anche di sentire senza
danni il rombo di un aereo che decolla. La risposta logaritmica della nostra vista
a un segnale luminoso ci permette di vedere le stelle in una notte buia senza
rimanere abbagliati da un paesaggio illuminato dal sole in pieno giorno.

31 RICHIAMI SULLE POTENZE

Potenze con esponente intero

Una potenza con esponente intero non e altro che una moltiplicazione ripetuta.
Se dobbiamo moltiplicare 5 per se stesso sette volte, invece di scrivere 5-5-5-5-
5-5-5 @ pitt comodo scrivere 5:

5 =5.5.5.5.5.5.5

Il numero 5 si chiama base, il 7 si chiama esponente e 5/ si chiama potenza. In
generale:



88 | ESPONENZIALI E LOGARITMI

Definizione 14. Si definisce potenza ennesima del numero a, e si indica con
a™, il prodotto di n fattori tutti uguali ad a. I numeri a e n si dicono
rispettivamente base ed esponente della potenza a™.

1

Convenzionalmente si pone a' = a.

Proprieta delle potenze

Per le potenze valgono le seguenti proprieta:

e Il prodotto di due potenze con la stessa base € uguale a una potenza che ha
per base la stessa base e per esponente la somma degli esponenti:

a™.q™ = an+m

Per esempio, 23 - 24 = 23+ =27,

o Il prodotto di due potenze con lo stesso esponente & uguale a una potenza
che ha per base il prodotto delle basi e per esponente lo stesso esponente:

a-b" = (a-b)"
Per esempio, 24 - 3% = (2-3)* = 6.

e Il quoziente tra due potenze con la stessa base & uguale a una potenza che ha
per base la stessa base e per esponente la differenza degli esponenti:

a:am™m=a" ™

Per esempio, 4% : 4% = 4572 =43,

e Il quoziente tra due potenze con lo stesso esponente & uguale a una potenza
che ha per base il rapporto tra le due basi e per esponente lo stesso esponente:

a:b" = (a:b)"
Per esempio, 6° : 3° = (6:3)> = 2°.
o La potenza di una potenza & ancora una potenza che ha per base la stessa

base e per esponente il prodotto degli esponenti:

Per esempio, (23)4 =234 =212,

Per fare in modo che le proprieta della divisione valgano anche nel caso in cui
I'esponente del dividendo sia uguale o minore a quello del divisore, € necessario
definire convenzionalmente anche:

0 —_n " |
a=1 e a"=|—-] =— cona#0
a a

La scrittura 0° non ha significato.



Potenze con esponente razionale

I concetto di potenza si puo estendere, mantenendone inalterate le proprieta, al
caso in cui I'esponente & un numero razionale.

Definizione 15. Se a & un numero reale maggiore o uguale a zero,e men
sono due interi positivi, si pone

m
— n
n = \am

a

Per esempio: 4% = V42,97 — /9 =3,

Senza la condizione a > 0 si puo incorrere in contraddizioni. Per esempio,
2

(—8)% = v/—8 = —2, ma poiché 1/3 = 2/6 dovrebbe essere anche (—8)% =(-8)c =
v/ (—8)2 =2.
Potenze con esponente reale

Il concetto di potenza si puo ulteriormente estendere, mantenendone ancora
inalterate le proprieta, anche al caso in cui I'esponente sia un qualsiasi numero
reale. Anche in questo caso si richiede che la base sia maggiore o uguale a zero.

3.2 FUNZIONI ESPONENZIALI

Definizione 16. Se a ¢ un numero positivo e diverso da 1, la funzione y =
a* e detta funzione esponenziale.

Per esempio, y = 2%,y = (1/2)* e y = 10* sono funzioni esponenziali.

Come base di una funzione esponenziale si pud prendere qualunque numero,
purché sia positivo e diverso da 1, ma fra le varie basi ha particolare importanza il
numero e (costante di Nepero o numero di Eulero): & un numero irrazionale che
vale circa 2,7. La funzione esponenziale y = e* si indica anche con y = exp(x).

Esercizio 78. Disegna per punti il grafico della funzione y = 2*.

Soluzione. La figura 2 mostra il grafico per punti della funzione y = 2*. O

Osserviamo che la funzione precedente:
e definita per ogni x reale interseca 1’asse y nel punto (0, 1)

assume sempre valori positivi € sempre crescente

89
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16 |
15 x y=2*
14
13| —4 27 =1/16
121 -3 273=1/8
10 | -2 27%2=1/4
21 1 21—
71 0 20=1
¢l 1 21=2
4 2 22=4
31 3 22=38
e X 4 2%=16
4-3-2-1 ] 1 2 3 4
(a) Grafico (b) Alcuni valori
Figura 2: La funzione y = 2*
e per ognix >0 & semprey > 1 e perognix <0eésempre0 <y <1

Questo tipo di grafico € comune a tutte le funzioni esponenziali y = a* con base
a>1.

Esercizio 79. Disegna per punti il grafico della funzione y = (1/2)*.

Soluzione. La figura 3 mostra il grafico della funzione y = (1/2)*. O

Osserviamo che la funzione precedente:

e ¢ definita per ogni x reale e & sempre decrescente
e assume sempre valori positivi e perognix >0esempre 0 <y <1
e interseca 1’asse y nel punto (0, 1) e per ogni x < 0 & semprey > 1

Questo tipo di grafico € comune a tutte le funzioni esponenziali y = a* con base
O0<ax<l.

3-3 LOGARITMI
Definizione

Consideriamo l'uguaglianza 2> = 8. In essa ci sono tre elementi: la base 2,
I’esponente 3 e la potenza 8.
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1 6 Wy
5 x y=(1/2)*
4 4
34 —4 (1/2)7% =16
1 -3 (1/2)73 =38
01 -2 (1/2)72=4
al -1 (/27" =2
71 0 (1/2)°=1
el 1 (/2! =172
4 f 2 (1722 =1/4
31 3 (1/23=1/8
. N 4 (1/2*=1/16
4321 1 2 3 4
(a) Grafico (b) Alcuni valori

Figura 3: La funzione y = (1/2)*
» Se non conosciamo la potenza, 1'uguaglianza diventa 23 = x. 1l calcolo che
risolve questa equazione & I’elevamento a potenza x = 23.

o Se non conosciamo la base, I'uguaglianza diventa x3 = 8. Per risolvere questa
equazione dobbiamo usare 1'operazione di estrazione di radice x = V8.

* Se non conosciamo l’esponente, 1'uguaglianza diventa 2* = 8. Per risolvere
questa equazione dobbiamo trovare l'esponente da dare a 2 per ottenere 8,
questa ¢ 'operazione di logaritmo. Si scrive x = log, 8 e si legge «logaritmo
in base 2 di 8».

In generale:

Definizione 17. Si dice logaritmo in base a (a > 0, a # 1) del numero b
(b > 0) I'esponente c che si deve dare alla base a per ottenere b:

c=log,b < a“=b

Il numero a e detto base del logaritmo, mentre b e detto argomento del
logaritmo.

Per esempio:

¢ log, 8 =3, perché 2> = 8 o log; 9 =2, perché 32 =9

1
¢ log, 27 = %,perché 93 = /93 =27 ¢ log, 5= —2, perché 372 = 3]—2 = %

Inoltre, per ogni a >0, a # 1:
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¢ log, 1 =0, perché a® =1 o log,a=1,perché a' =a

Come base di un logaritmo si pud prendere qualunque numero, purché sia
positivo e diverso da 1, ma fra le varie basi alcune hanno particolare importanza:

e i logaritmi decimali hanno per base il numero 10, da cui il loro nome, e si
indicano con log x (si omette la base);

e ilogaritmi naturali hanno per base la costante di Nepero e e si indicano con
Inx.

Esercizio 80. Calcola il valore del logaritmo log; 81.

Soluzione. Dobbiamo trovare l’esponente da assegnare a 3 per ottenere 81. Se
non riusciamo a trovarlo a mente, scomponiamo il numero 81. Poiché 81 = 34,
I’esponente ¢ 4, quindi log; 81 = 4. O

Esercizio 81. Calcola la base del logaritmo log, 9 = 2.

Soluzione. Per la definizione di logaritmo si ha che x? = 9, equazione che ha come
soluzioni x = +3. Il valore x = —3 non e perd accettabile, perché la base del
logaritmo deve essere positiva. Quindi l'unica soluzione accettabile e x = +3. [

Proprieta

Poiché il logaritmo & l'esponente di una potenza, per esso sono valide proprieta
analoghe a quelle delle potenze.

o Il logaritmo del prodotto di fattori positivi & uguale alla somma dei logaritmi
dei singoli fattori:
log,, (bc) =log, b+log, c

Per esempio, log, (8-4) =log, 8 +log, 4.

o Il logaritmo di un quoziente di numeri positivi ¢ uguale alla differenza tra il
logaritmo del dividendo e il logaritmo del divisore:

log, % =log, b—log,c

1
Per esempio, log % =log; 81 —log; 9.
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o Il logaritmo della potenza di un numero positivo & uguale al prodotto dell’e-
sponente per il logaritmo della base.
log, (b) =clog, b
Per esempio, log, (43) = 31og, 4.

e Il logaritmo in base a di un numero b e uguale al rapporto tra il logaritmo
del numero b in un’altra base c e il logaritmo della base a nella base ¢ (questa
formula e detta “formula del cambiamento di base”):

B log.b

1 —
08a b log. a

log, 16

Per esempio, log, 16 = log, 4

Esercizio 82. Calcola I'espressione log, 6 +log, 10 —log, 15.

Soluzione. Applicando le proprieta dei logaritmi si ha:

-1
log26—|—logz10—logz15zlogz%:log4:2 O
Esercizio 83. Calcola I'espressione 2log4 + log 5 —log 8.

Soluzione. Applicando le proprieta dei logaritmi si ha:

2log4 +log5—1log8 = 10g(42) +log5—1log8
=log(16) +1log5 —log 8
16-5

=log =log10=1 O

Esercizio 84. Usando la calcolatrice scientifica, calcola log, 7.

Soluzione. Applicando la formula del cambiamento di base:

_log7 _ 0,845098
~log2 "~ 0,301030

log, 7 ~ 2,807355 O
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Yy
5 €
4l ) x y=log,x
3 1/16 log, (1/16) = —4
51 1/8 log, (1/8) =3
11 1/4  log, (1/4) =2
X 1/2 log, (1/2) = —1
|1 2345678 910111213141516 1 log,1=0
2 log,2=1
—2 4 log,4=2
3 8 log,8=3
—4 1 16 log,16=4
-5+
(a) Grafico (b) Alcuni valori

Figura 4: La funzione y = log, x

3-4 FUNZIONI LOGARITMICHE

Definizione 18. Se a € un numero positivo e diverso da 1, la funzione y =
log , x viene chiamata funzione logaritmica.

Per esempio, y = log, x, y = log 1xey= Inx sono funzioni logaritmiche.

Esercizio 85. Disegna per punti il grafico della funzione y = log, x.

Soluzione. La figura 4 mostra il grafico della funzione y = log, x. O

Osserviamo che la funzione precedente:

e & definita per ogni x > 0 e & sempre crescente
e pud assumere qualsiasi valore e & positiva quando x > 1
e si annulla se e solo se x =1 e enegativa quando 0 < x < 1

Questo tipo di grafico € comune a tutte le funzioni logaritmiche y = log  x di
base a > 1.

Esercizio 86. Disegna per punti il grafico della funzione y = log 1%

Soluzione. La figura 5 mostra il grafico della funzione y = log 1% O
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X yzloglx

5~y 1/16 log; (1/16) =4
49 1/8 1og; (1/8) =3
31 1/4  log: (1/4) =2
? ! 12 logi (1/2) =1
1 log%1 =0

1 2 log%2:—1
21 4 log%4:—2
—3 8 1og%8:—3
—4 1 16 1og%16:—4
_5 A4

(a) Grafico (b) Alcuni valori

Figura 5: La funzione y = log% X

Osserviamo che la funzione precedente:

e ¢ definita per ogni x > 0 e & sempre decrescente
* puo assumere qualsiasi valore e & positiva quando 0 < x < 1
e si annulla se e solo se x =1 e & negativa quando x > 1

Questo tipo di grafico @ comune a tutte le funzioni logaritmiche y = log  x di
base 0 < a < 1.

3.5 EQUAZIONI ESPONENZIALI

Definizione 19. Un’equazione esponenziale € un’equazione in cui 'incognita
compare all’esponente di una potenza.

Per esempio, sono equazioni esponenziali: 2% = 1; 42X = 8x+1, 3x=1 — 7x,
Se si possono esprimere entrambi i membri dell’equazione come potenze di una
stessa base,
af(x) — q9(x)

I'equazione si riconduce a f(x) = g(x), che si risolve con i metodi usuali.
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Esercizio 87. Risolvi 'equazione 2* = 8.

Soluzione. L'equazione si si pud scrivere come
2x =23

Uguagliando gli esponenti si ottiene x = 3. O

Esercizio 88. Risolvi I'equazione 42* = 8x*1.

Soluzione. Sia 4 che 8 sono potenze di 2, quindi I'equazione si puo scrivere come

24X _ 23(X+])

Avendo ottenuto l'uguaglianza di due potenze con la stessa base, uguagliamo gli
esponenti ottenendo 'equazione

4x =3(x+1)
che ha come soluzione x = 3. O

Se I’equazione non ¢ riconducibile all'uguaglianza di due potenze con la stessa
base, occorre utilizzare i logaritmi.

Esercizio 89. Risolvi 'equazione 2* = 5.

Soluzione. Per la definizione di logaritmo, I'equazione si risolve con x = log, 5. [J

Se 'equazione si puo scrivere nella forma

af(x) — p9(x)
applicando i logaritmi a entrambi i membri possiamo scrivere

logaf™ =10gb9™®)  —  f(x)-loga = g(x)-logb

risolvibile con i metodi noti, tenendo conto che log a e log b sono dei numeri.
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Esercizio 9o. Risolvi I'equazione 3~ = 2.

Soluzione. Applichiamo i logaritmi a entrambi i membri:
log(3*~ 1) = log(2¥)

da cui, per le proprieta dei logaritmi:
(x—1)log3 =xlog2

Risolvendo l'equazione, tenendo conto che i logaritmi rimasti sono dei numeri,
troviamo

xlog3—log3 =xlog2 = xlog3—xlog2=1log3 = x(log3—log2) =log3
da cui log 3
X = W ]
Questa tecnica é applicabile anche al caso
k-af™®) = .p9x)

che si puo ricondurre, applicando i logaritmi a entrambi i membri, a

logk + f(x)log a = logh + g(x) logb
Esercizio 91. Risolvi 'equazione 32*+! =5.23x

Soluzione. Applichiamo i logaritmi a entrambi i membri:
log(32**t1) =log(5 - 23*)
Per le proprieta dei logaritmi:
(2x +1)log 3 =log5 + 3xlog 2
Risolvendo 1’equazione (i logaritmi rimasti sono dei numeri) troviamo:
2xlog3 +log3 =log5+3xlog2 — x(2log3—3log2) =1log5—Ilog3
da cui

log5 —1log 3 log5 —1log 3 _ log5—1log3

T Jlog3—3logz "~ log3%)_log(3) 7 log9—log8

Talvolta occorre fare delle opportune sostituzioni per ricondurre I'equazione
data a una o pitt equazioni risolvibili con metodi elementari.
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Esercizio 92. Risolvi I'equazione 22* —9-2% +8 = 0.

Soluzione. Ponendo t = 2* (da cui t? = 2%¥) si ottiene I'equazione t2—9t+8 =0,
che ha per soluzioni t = 1 e t = 8. Risolvendo le equazioni esponenziali elementari
2* =1 e 2* = 8 troviamo rispettivamente x = 0 e x = 3, che sono le soluzioni
dell’equazione data. O

36 EQUAZIONI LOGARITMICHE

Definizione 20. Un’equazione logaritmica € un’equazione in cui l'incognita
compare nell’argomento di un logaritmo.

Per esempio, sono equazioni logaritmiche: log, x = 4; log;(x —1) —2 = 0.

In questo tipo di equazioni € importante tenere presente le condizioni di esisten-
za per selezionare le soluzioni accettabili. A tal fine, dopo aver risolto I’equazione,
basta sostituire nel testo le soluzioni, una alla volta, e controllare che i logaritmi
siano validi; se anche uno solo degli argomenti non & positivo, la soluzione non &
accettabile.

Per la risoluzione di una equazione logaritmica si cerca, usando le proprieta dei
logaritmi, di trasformarla in una del tipo

log, f(x) =b
che si riconduce a f(x) = a?, oppure in una del tipo
log, f(x) =log, g(x)
che si riconduce a f(x) = g(x).

Esercizio 93. Risolvi I'equazione log, x = 4.

Soluzione. L'equazione, per la definizione di logaritmo, diventa x = 24, cioe x =
16.

O

Esercizio 94. Risolvi l'equazione log;(x—1) —2 =0.

Soluzione. Possiamo scrivere log; (x —1) = 2, da cui, per la definizione di logaritmo,
x —1 = 32, che ha come soluzione x = 10, soluzione accettabile perché soddisfa le
condizioni di esistenza dell’equazione data. O
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Esercizio 95. Risolvi I’equazione log(x + 3) —log(2x —1) = 0.

Soluzione. Portiamo il secondo addendo al secondo membro:
log(x +3) =log(2x — 1)
Avendo ottenuto una uguaglianza di due logaritmi con la stessa base, uguagliamo

gli argomenti:
x+3=2x—1

che ha come soluzione x = 4, soluzione accettabile. O

Esercizio 96. Risolvi 'equazione log(19x + 1) = 1 +log(3 —x).

Soluzione. Per le proprieta dei logaritmi:
log(19x + 1) =1log 10 +log(3 — x)

da cui
log(19x + 1) =1og [10(3 —x)]

Uguagliando gli argomenti:

19x+1=103—x) = 19%+1=30—10x = 2% =29 — x=10

Esercizio 97. Risolvi 'equazione 2log(6x + 1) = log(4x + 1) +log(2x + 1).

Soluzione. Applicando le proprieta dei logaritmi, ’equazione diventa
log(6x + 1) = log[(4x 4+ 1)(2x + 1)]

Avendo ottenuto una uguaglianza di due logaritmi con la stessa base, uguagliamo
gli argomenti:

(6x+1)% = (@x+1)(2x+1)
che ha come soluzioni x =0 e x = —3/14.

La seconda soluzione non & accettabile perché rende negativo 1’argomento di
almeno uno dei logaritmi dell’equazione data, quindi l'unica soluzione e x = 0. [J
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Esercizio 98. Risolvi I’equazione log(x —3) +logx = 1.

Soluzione. Applicando le proprieta dei logaritmi, ’equazione diventa
log[x(x — 3)] =log 10

Avendo ottenuto una uguaglianza di due logaritmi con la stessa base, uguagliamo
gli argomenti:
x(x—=3)=10 = x2—3x—10=0

che ha come soluzioni x = -2 e x = 5.
Verifichiamo le soluzioni. Dobbiamo escludere —2, che rende negativo l'argo-
mento di logx, mentre possiamo accettare la soluzione x = 5. O

1
Esercizio 99. Risolvi I’equazione log(x +2) —logx = 2log 7

Soluzione. Applicando le proprieta dei logaritmi, ’equazione diventa

logx—‘_z—log(]>2 — logx+2—log1
x 2 X 4

Avendo ottenuto una uguaglianza di due logaritmi con la stessa base, uguagliamo
gli argomenti:
x+2 1
x 4
Questa equazione fratta ha soluzione x = —8/3, che perd non possiamo accettare,
dal momento che rende negativo 1'argomento di logx. Poiché 1'unica soluzione

trovata va scartata, possiamo concludere che I'equazione data & impossibile. O

Talvolta occorre fare delle opportune sostituzioni per ricondurre 'equazione
data a una o pilti equazioni risolvibili con metodi elementari.

Esercizio 100. Risolvi 'equazione (logx —2)logx = 3.

Soluzione. Svolgendo i calcoli si ottiene
(logx)2 —2logx—3=0

Nota che (logx)? & diverso da log(x?). Se poniamo t = logx I'equazione diventa
t> —2t —3 = 0 che ha come soluzioni t = —1 e t = 3. Risolvendo le equazio-
ni logx = —1 e logx = 3, otteniamo x = 1/10 e x = 1000, soluzioni entrambe
accettabili. O



Esercizio 101. Risolvi 'equazione (logx)? —logx —2 = 0.

Soluzione. Se poniamo t = logx 1'equazione diventa t> —t —2 = 0 che ha come
soluzioni t = —1 e t = 2. Risolvendo le due equazioni logx = —1 e logx = 2,
otteniamo x = 1/10 e x = 100, soluzioni entrambe accettabili. O

Esercizio 102. Risolvi I’equazione | 4 ot — legreans = H
logx—1 2—2logx 2

Soluzione. Se poniamo t = logx 'equazione diventa

1+t t+3 11

t—1 2—-2t 2

E un’equazione fratta che, risolta con i metodi usuali (e un po’ di pazienza), ha per
soluzione t = 2. Cio implica che log x = 2, da cui x = 100, soluzione accettabile. []

3.7 APPLICAZIONI

L’introduzione delle calcolatrici ha tolto importanza ai logaritmi come strumento
di calcolo, ma le funzioni esponenziali e logaritmiche hanno un ruolo fondamen-
tale non solo in matematica ma anche in fisica, economia, chimica, biologia, geo-
logia, archeologia, e in generale dove si trattano grandezze che presentano ampie
variazioni su un intervallo di diversi ordini di grandezza.

Per esempio, se una grandezza ha una variabilita che va da 1 a 10'? (mille
miliardi), il logaritmo decimale di tale grandezza varia solamente da 1 a 12. Cio
rende possibile rappresentare graficamente questa grandezza: basta mettere nel
grafico, anziché la grandezza stessa, il suo logaritmo decimale. Vediamo alcuni
esempi.

Supponiamo di voler rappresentare la storia della Terra su un grafico. L’i-
stante 0 e quello attuale, poi usiamo un’unita di misura di 1 cm per indicare
un anno, per poter rappresentare adeguatamente gli eventi degli ultimi an-
ni. Ma Cristo quando e nato? Circa 2000 cm = 20 metri fa! E i dinosauri
quando si sono estinti? L'estinzione dei dinosauri, avvenuta 65 milioni di
anni fa, nel nostro grafico sta a 65000000 cm = 650 km: dovremmo usare un
foglio lungo quanto la distanza tra Milano e Roma. Con i logaritmi, invece,
e tutto pitt semplice: Cristo e nato circa 2000 anni fa, log 2000 ~ 3,3 quindi
la nascita di Cristo verra messa a 3,3 cm. L'estinzione dei dinosauri, poiché
log 65000 000 ~ 7,8, verra messa a circa 7,8 cm.

101
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Tabella 1: Lo spettro elettromagnetico

Tipo di radiazione Frequenza (Hz) log

Onde radio 101-107 1-7

Microonde 108-1010 8-10
Infrarossi 10171013 11-13
Luce visibile 1014 14

Ultravioletti 1015-10'e 15-16
Raggi X 1017-1020 17-20
Raggi gamma 1021-1024 21-24

1 021 1 024

101 ] ] 11071108 ] 110] 11 110131 ] ] 110171

] ] ]

T T T T T T T T

T frequenza (Hz)

T T T T T T T

Infrarossi Ultravioletti

Onde radio Microonde Luce visibile Raggi X Raggi gamma

Figura 6: Rappresentazione dello spettro elettromagnetico con una scala logaritmica

In fisica, le frequenze della banda dello spettro elettromagnetico variano su
diversi ordini di grandezza, generalmente da 10! Hz a 1024 Hz, come mostra
la tabella 1. Il problema della rappresentazione grafica si risolve con una
scala logaritmica: per esempio, con unita pari a 1 cm si riescono a sistemare
queste frequenze su un asse lungo 24 cm (figura 6).

In sismologia, per descrivere gli effetti di un terremoto si usa la scala Rich-
ter, in base alla quale si calcola la magnitudo del terremoto. E importante
sapere che la scala usata e logaritmica: un terremoto di magnitudine 8 non &
doppiamente pit disastroso di uno di magnitudine 4; poiché si lavora sugli
esponenti, & diecimila volte piti disastroso (103 = 10000 - 10%).

In chimica, la concentrazione degli ioni idrogeno [H"] determina il grado di
acidita o basicita di una soluzione. Tale concentrazione varia generalmente
tra 1071 e 10714, intervallo che copre ben 14 ordini di grandezza. In questo
caso, anziché esprimere direttamente il valore della concentrazione, si preferi-
sce definire una nuova grandezza, indicata con il simbolo pH e definita dalla
relazione

pH=— log[H+]

Ne segue che il pH di una soluzione & generalmente compreso tra 1 e 14
(quanto piti basso & il pH, tanto pit acida & la soluzione). E pii1 facile espri-
mersi in termini di pH che di effettiva concentrazione degli ioni idrogeno.
Per esempio, una soluzione con pH = 1 ha una concentrazione di ioni H*
cento volte superiore rispetto a una soluzione con pH = 3.
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Le guerre vengono classificate in base al numero di morti: si parla per esem-
pio di magnitudo 4 per indicare I'esponente che sulla base 10 indica approssi-
mativamente il numero di morti, ovvero il logaritmo in base 10 del numero
dei morti (diecimila, nel caso considerato). Cosi se si sente dire che una guer-
ra ha magnitudo doppia rispetto a una guerra precedente ci si deve allarmare,
perché, quanto a numeri di morti, quella guerra ne ha avuti ben piu del dop-
pio. Per esempio, una guerra di magnitudo M = 3 ha mille vittime, mentre
una guerra di magnitudo M = 6 ha un milione di morti.

ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

@ Vero o falso?

e.

_ 1

fﬁi%:%/% k. 21525 _ 73
g 70 — 1
1 L2XH = 2. [ V| [F

h e m
32433230 n. (vV2)* =4
j. 0. (3-5°=15

[6 uguaglianze vere e g false]

L (72)3=7°

.20 =

22 = 32

@& Vero o falso?

a.

b.

. Se a > 0, la funzione y = a* non assume mai il valore 0.

. La funzione esponenziale y = a* & crescente solo se a > 1.

Se a > 0, i punti del grafico della funzione y = a* hanno ordinata positiva.

Se a > 0, il punto (1,0) appartiene al grafico della funzione y = a*.

e. Se 3* =9 allora x & il logaritmo in base 9 di 3.

f. Se 3* =9 allora x & il logaritmo in base 3 di 9.

[4 affermazioni vere e 2 false]
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Calcola il valore dei seguenti logaritmi:

log, 64 [6]
log il 2 [—1]
log, % [—1]
logs 125 (3]
log, 49 (2]
log, 4 (1]
log, 1 (0]
log 1000 (3]
Ine 1]
log, 1176 (4]
In1 (0]
log0  [impossibile]
log % (-2]
log 0,01 (2]
log 1 8 (3]

000000 0000000060

log 49 (-2]

log, —8 [impossibile
log 10 1

@96@9@@@9@@@@

]

]

logs 25 2]

log, 32 [5]

log 3 (1]

log 1 [0]

log; 0 [impossibile]

log 1 27 [-3]
1

log 17 (2]

log 1 4 (—2]

log; 27 (3]

log, 343 (3]

logs 125 (3]
1

logs 75 [—2]

Calcola la base dei seguenti logaritmi:

00000

log, 27 =3 [3]
log, 32=5 2]
1
log, g7 =—4 (3]
log, ~— =2 [3]
ng 25 -
1 1
logx Z =2 |:2:|

- [

log,, 77

0000000

1
log,, 3= -5 2]

1
log, ?=-2 {3}
1 L -3 (2]
O08x 8
log, 81 =4 3]
1
log,, 0= -2 (7]
1
log,, 55 =3 (3]

log, 1024 =5 [4]

Calcola il valore delle seguenti espressioni:

[ 654

3log, 4 —log, 8

@ log45-— % log 25 +log 27

@D log, 7 log;21+3logs 6

[logs 72]

00000 ¢

@ 2log5+3log2 —log20

1
@ 05,4+ ) log, 9

1
[51og 3] @ 4log2+1log3— Elog‘?

log, 31 (2]
36
logs 75 (2]
9
logs 35 (2]
log,, 144 (2]
logs 625 [4]
1
logy> 747 -2l
log 1 625 (4]
logg, 32 (5/6]
1
logg 32 (5/3]
log, 8 3/2]
logo 3 (1/2]
log 1 3 1/2]
1
log, 8 =3 7
1 T_ —4 2]
ng 16 -
log, V3 =1 {\/ﬂ
1
log, 2 = 3 (8]
1 2
log, V49 = % [7]
(1]
[log 16]
[log, 12]
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@ log % —log % +log ; [log4] @ log, V8+log, V2 2]
Usando la calcolatrice scientifica, calcola:

@ log2 0,3010299] @ In5 [1,6094379] @ log; 100 [4,1918065]

& log1,7 [0,2304489 @D Inv2 0,3465735] @ log, 0,3 [—1,7369655]

@ 10g0,005(-2,3010299] @D log,21 (2,1961587] @ log, ;2 [—0,3010299]

Indica la risposta corretta.

L’equazione esponenziale 4* = —1:
ha per soluzione 0 ha per soluzione —1/4
ha per soluzione —1 @ & impossibile

b. L'equazione esponenziale 3* = 0:

ha per soluzione 0 ha per soluzione 1/3
ha per soluzione 1 @ & impossibile
¢. L'equazione esponenziale 2* = 1:
ha per soluzione 0 ha per soluzione 1/2
ha per soluzione 1 @ & impossibile
d. Quale, fra le seguenti, & la soluzione dell’equazione esponenziale 3*+2 = 1?

Al o B] -2 c] 2 D] -1

1
e. Quale, fra le seguenti, & la soluzione dell’equazione esponenziale 3™ = ﬁ?

3 -3 1/2 D] —2
f. Quale, fra le seguenti, & la soluzione dell’equazione esponenziale (2/3)* = 27/8?
1/3 ~1/3 3 D] -3

g. Quale, fra le seguenti, & la soluzione dell’equazione esponenziale 5**1 = 1?

(A 1 [B] 1/5 [c] —1 D] o

[Due risposte A, una B, una C e tre D]

€ Indica la risposta corretta.

a. Quale delle seguenti affermazioni & vera per log; 1?
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non esiste éugualea 1

€ un numero negativo @ e ugualea 0

b. Se a e b sono due numeri reali positivi, quale delle seguenti affermazioni & errata?

log(a-b) =loga+loghb log(az) =2loga
log(a+b) =loga+logb @ log(a/b) =loga—1logb

¢. Qual ¢ il valore di x che rende vera l'uguaglianza log, 16 = x?

[A] 2 [B] —2 (C] 4 D] —4

25
d. Qual ¢ il valore di x che rende vera I'uguaglianza log 24 = x?

2 -2 4 [D] —
e. Qual ¢ il valore di x che rende vera 1'uguaglianza log, 16 = —2?
1/4 ~1/4 4 D] —4

f. L'equazione log; x = 0:

& impossibile ha per soluzione x =0

ha per soluzione x = —1 @ ha per soluzione x = 1

g. L'equazione log, x = —1:
& impossibile ha per soluzione x = 1/2
ha per soluzione x = —2 @ ha per soluzione x =0

[Una risposta A, due B, due C e due D]

Risolvi le seguenti equazioni esponenziali:

1 1

D »x=32 5 € 3= -4 €& 5 =138 (3]
1 1
X = [—4] x _ _ P 1
85 T @ - 3 @ - 4]
€@ 3*=0 [impossibile] CP 1o’<=1oo1 2] e (;)XGL .
@D =1 o @ 10°= s[4
] X
3 =27 5 @ 10-=0000 [-4 € (3> =7 =2
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D @)X; B 00) 4%:\& {_H @ >-163 m

1 1.3_972 5
D 5 -; ] @ 3vF=243 25) @ 93227 M
Risolvi le seguenti equazioni esponenziali:
QD 572=25 0 @& 4x=2-2 [impossibile]
@ ' -9-0 N @E» 2x+25x=6 (1;2]
@ 5 -1 4 @ - =10 [log, 6]
@ 83x+2 — ]6x—3 |:_158:| @ 4x2+5x—14 =1 [2; _7}
@ »' =16 B @ 5= {—3; ;}
@@ 72 =49.7273 B @ 22x-6.2+8=0 ;2]
@ 2573 572 =53 0 @ 22—9.2+8=0 [0;3]
@ 53 55 =622 -4 @D 32*—12.3¥4+27=0 [1;2)
@@ s -2t =16 B @ 32*-10-3T4+1=0 [1;1]
a@aP 5 2x-18=2" 2] @ 22T -2xt3132=0 (3]
@@ <-12-0 logs12] €& 4'-3-2+8=0 [2;3]
P =12 [log; 4] @D 5" -521=120 [impossibile]
@ -7 o @ #-271=48 3)
N (3x—1 )X 1 x+1
@ 53=7 [logs 7 —logs 5] €ED o~ (27) (1]
14
@ 2>+t =2x147 [Iogz 5} & 9 '=10-9x (1;2]
x+2 X _ 2X L EX
sl _gggent [ 087 @ED 332 4+5x=3*+9.5 [0]
i 10g9—log49 ED S 2+4-39=11.4% 4 3x+2 (0]
@ 9+3x=9% ] ED 81-3x2=4x+2 [-2]
Risolvi le seguenti equazioni logaritmiche:
ED log;x=2 9] @ log,x=-4 [1176}
o
@ log,x=-1 5 @ log,(x—1)=0 2]
. @ log (2x—1)=2 (3]
@ logix=3 3 9
z I @ log,(2x—1)=3 H
o
@ log;x+2=0 o| @ log,(3x—2)=0 (1]
- 5
@ log% x=0 (1] @ log(x — 1) = log(4 — 3x) [4}
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Risolvi le seguenti equazioni logaritmiche:
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log, (x—1) =3
Inx+1)—In(x—1)=1In2
log(x+1) +1log(x—1) =0 [\/Z}

log(2x+3) —2logx =0 (3]
2log, x =2+ log, (x +3) (6]
log(x —2) +log5 = log x B}
log(3x +2) =3log2 (2]
13
log,(x —3) = —1 [Z}
(Inx)2 —2Inx+1=0 [e]

log, (x271)flog2 (x—2)=3
log(x —2) —log(x —3) =log4
logx +1og(10+ x) = 21log(3 —x)
log(x —4) +1log7 = log(3x —2)

log(x —2) —log(x —1) =log5
2(logx)2 +5logx—3=0

0060066060606 0

log(x—1)+1=1og5

H

log, (x? +4x+2) =1 [—4;0]
(4—log, x) log, x =3 (2;8]
log;(x2 —2x) =1 [—1;3]
log(x? —10x +31) =1 (3;7]

log(x2 +x+4)=1+log(x—1) [2;7]
2log(2x) —logl(4x—6)21 =0  [1;3]
logs x 4+ logs (x —4) =1 (5]

1
logo x = 3 (3]

1T 1T T —
—_ . —_ W
| @ Ic\‘ © IW‘ S

limpossibile]
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