www.matematicamente.it - Matematica C3 — Algebra 2 — 3. Equazioni di grado superiore al secondo

MATEMATICA C’-ALGEBRA 2

3. EQUAZIONI DI GRADO
SUPERIORE AL SECONDO

- Alvaro Tapia, k
http://www.flickr.com/photos/foto_saiker/3087292011/

Eouazioni sur 1 1



www.matematicamente.it — Matematica C3 — Algebra 2 — 3. Equazioni di grado superiore al secondo

» 1. Equazioni riconducibili al prodotto di due o piu fattori

Problema

Trovare un numero il cui cubo, insieme con due suoi quadrati e dieci volte il numero stesso, dia come somma
20.

I1 problema enunciato venne posto da Giovanni Panormita, astronomo e filosofo alla corte di Federico II, a

Leonardo Pisano, detto Fibonacci, che ne tento la soluzione nella sua opera Flos.

Con il linguaggio matematico attuale il problema si formalizza nell’equazione di terzo grado
x’+2x*+10x=20 ; Fibonacci pervenne al valore approssimato x=1,3688 come soluzione al

problema, senza indicare la via seguita per la sua determinazione. Pur tuttavia egli riusci a dimostrare che le

soluzioni di un’equazione di terzo grado non possono mai esprimersi mediante radicali quadratici neanche se

sovrapposti.

Solo nel XVI secolo, ad opera del matematico italiano Ferrari, fu scoperta la formula risolutiva

dell’equazione generale di terzo grado per le equazioni che si presentano nella forma x’= px+g . A questa

forma & sempre possibile ricondurre una qualsiasi equazione di terzo grado, la cui equazione canonica ¢
ax’+bx’+cx+d=0 .

In questo capitolo ci proponiamo di determinare I’Insieme Soluzione di equazioni algebriche di grado
superiore al secondo.

DEFINIZIONE: Un’equazione algebrica si presenta nella forma p(x)=0 dove p(x) & un polinomio
nella variabile x ,digrado 7 ,a coefficienti reali: a,x"+a, x"'+......... +ta,x +a,x+a,=0

Esempio
Vogliamo risolvere I’equazione x’=15x+4 , nota come equazione di Raffacle Bombelli, matematico

bolognese del XVI secolo. Bombelli la risolse attraverso passaggi che coinvolgono radici quadrate di numeri
negativi che non esistono in campo reale.

Vediamo come possiamo determinare 1’L.S. con le nostre conoscenze.

Scriviamo I’equazione nella forma canonica p(x)=0 : x’—15x—4=0 e serviamoci del teorema di
Ruffini per determinarne uno zero intero. Sappiamo che gli eventuali zeri interi si trovano tra i divisori del
termine noto, quindi possiamo provare con *1, =2, +4 |

Si ottiene p(4)=0 dunque x’—15x—4=(x—4)-(...... )=0 ¢ il fattore da calcolare sara di secondo
grado e sara determinato con la divisione di p(x)=x’—15x—4 conil binomio x—4 .

Potete verificare che si ottiene: x'—15x—4=(x—4)-(x’+4x+1)=0 da cui per la legge di

annullamento del prodotto x—4=0 — x=4 V x’+4x+1=0 — @& . L'ultima equazione non ha
soluzioni reali essendo il discriminante negativo (A=...... )
L’equazione assegnata ammette quindi una sola soluzione reale e 1.S.={4] .

Esempio

Determinare le radici reali dell’equazione 4 x’+x*—4x—1=0
Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro mediante raccoglimento parziale:
p(x)=4x+ X —dx—1=4x (= 1)+ (= 1)=[x*~1)-(4x+1)
x¥—1 - x=—1Vx=1

Per la legge dell’annullamento del prodotto si ottiene Ax4+1=0 — y= _i_

L'equazione ha dunque tre soluzioni reali distinte e 1.5.= [—1 s1,— %}
Esempio
2x+3 X
+ =5x+3
2x+1 x+1 0

L’equazione assegnata ¢ frazionaria
1° passo: riduciamo allo stesso denominatore:
2x°+5x+34+2x+x°—10x" —15x°~5x—6x"—9x—3 _
(2x+1)(x+1) B

0
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. N . 1
2° passo: poniamo le Condizioni d’Esistenza x 7&—5 A x#—1

3¢ passo: eliminiamo il denominatore e sommiamo i monomi simili al numeratore; 1’equazione in forma
canonicaé 8x’+18x’+9x=0 di terzo grado
4° passo: scomponiamo il polinomio al primo membro x-(8 X +18x+ 9) =0

5 passo: per la legge di annullamento del prodotto otteniamo le soluzioni dell’equazione equivalente alla data
x=0V x:—i \ x:—é
4 2
Esempio
Come ultimo esempio prendiamo in considerazione 1’equazione risolvente il problema di Giovanni
Panormita: x’42 x*+10x=20 . L obiettivo & cercare la scomposizione in fattori irriducibili del polinomio
al primo membro, ma i metodi di scomposizione studiati non permettono di determinare i fattori del
polinomio.
Non possiamo affermare nulla circa 1’esistenza o meno di soluzioni reali; in seguito, nel corso dei vostri
studi, dimostrerete che un’equazione polinomiale di terzo grado ammette sempre almeno una soluzione reale,
talvolta determinabile attraverso la scomposizione come abbiamo visto negli esempi, altre volte invece
usando metodi di calcolo approssimato.

Osservazione. Un'equazione ammette tante soluzioni, che possono essere reali e distinte, coincidenti o
non reali, quante ne indica il suo grado.

Determinare I'LS. delle equazioni

x> —3x+2=0 R. 18=(1}
B S+ +2x+1=0 R. 18S={-1}
X —6x+9 R. 15.={3}
W Verificare che x’+1= x-(x3+1) ammette due soluzioni reali opposte. R. LS. ={—1;+1]

X H2—x(2x+1)

énulla. R 1S=[1,1,2]
2x—1

PN Stabilire per quali valori reali la frazione £ (x)

Ricordiamo che uno zero di un polinomio ¢ il valore che assegnato alla variabile rende il polinomio uguale
a zero; 1’ obiettivo posto viene raggiunto ponendo ogni polinomio uguale a zero, come nell’esempio:

Trovare gli zeri reali dei seguenti polinomi di terzo grado:

Bl r(x)=x-7x+4x+12
Scrivi l'equazione x’—7x+4x+12=0 ¢ come per gli esercizi precedenti scomponi in fattori e applica

la legge di annullamento del prodotto. 1S.={2,—1,6}
p(x)=x’+5x"—2x—24 1S =|-4,-3,2]
1 4
El p(x)=6x’+23x"+11x-12 1.S.=[5,—3,—§}
3 2 15 3
ER p(x)=8x"—40x"+62 x—30 IS.=13,+1,5
p(x)=x’+10x*=7x—196 1S.=14,-7|
LN VA |31
p(x)=x X g 2 I.S.—[ 3, 3,+2}
_o 12 38 56 4y
p(x)=x 3Y T AT LS. = 4,+3,+2}
i 923 ot
p(x)=3x SX T LS. = 0,+2,+1}
p(x)=3x"-9x*-9x—12 1S =|+4)
p(x):gx3+%x2+%x+l2 1S =|-5|
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1
plx)=4x’—8x’—11x—3 1.S.:[3,—5}
p(x):%x3—4x2—10x+8 I.S.:[4,%,—2}
p(x)==3x+9x-6 18 =1,-2
p(x):§x3—3x2+6x—4 LS. =[2]
p(x)=4x'+4x’—4x—4 18.=1,~1]

21 (x):3x3+§x2+ﬂx—4 1S.=[5,1,-2

PIX)=5 XT3 5
plx)=—6x"=30x*+192x —216 18.=[2,-9]
2x°=2x+3(x—1)=2x(2x*—1) R. I.S.z[l,% —?]
(3x+1)’=x(9x+6x+1] R I.S.:[—%;l}
B (x+1) (X —1)=(x+x)(x*~2x+1] R 1S =[1;1-2;1+2]
CH4x+4x=x"—4 R. 15=|-2|
V3 x* =27 ¥*=0 R. I.S.=[—x/3_;0;+\g]
B V2x'-(1-2V2)x’—x=0 R. LS.z{o,-ﬁ—l;— gﬂ
XN - x+27x°=0 R 15=[0
Risolvi le seguenti equazioni frazionarie

3x—1 1 1

=1-2x+— S.=1=
2 Xt R. LS [2]
x—1 2x+1 3 3

31 - - =0 R. IS={-2:-2
-x2+5x+4 x—=1  2(x*-1) [2

x(x—1)_  x—1 | B+ A5+
x+1 x4 2x+1 R I’S’_[l’_ 2 2

1 3
= R 1S=8

x—4 x —16
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» 2. Equazioni binomie
Un’equazione binomia ¢ un’equazione del tipo ax"+b=0 con a#0 econ 1€,
L’equazione cosi scritta ¢ detta forma normale dell’equazione.

Dobbiamo distinguere i casi:

. b#0
* se n ¢ paril’equazione ammette due sole soluzioni reali ed opposte se e solo se i due
. . . A b nl b
parametri a € b sono discordi: x,={—— € x,=—1[—-— ;
a a

T . . , . al b
* se n ¢dispari I’equazione ha un’unica soluzione reale x,=4—— .
a

. b=0
I’equazione ¢ ax"=0 e le n soluzioni sono coincidenti nell’unica soluzione x=0 . In questo
caso si dice che I’unica soluzione x=0 ha molteplicita » .

Esempi
m Risolvere I’equazione 3 x*—8=0 .

L’esponente n ¢ pari, i coefficienti sono discordi: I’equazione ammette due soluzioni reali distinte:
4 4(8
xlz ry ~
3 3
Osserviamo che 1’equazione proposta pud essere risolta col metodo della scomposizione in fattori del
polinomio al primo membro che pud sempre essere considerato, in campo reale, una differenza di quadrati:

3x*—-8=0 — (\/3 x2+\f) (\/3 x2 \Zé) 0 e per la legge di annullamento del prodotto
(\;3x +8 ) 0 \/ \}3 X \f la prima equazione non ha soluzioni reali, mentre per la seconda

(\Bx?—B)= 0—»x_\[—»x +\ﬁ—>x +\f

m Risolvere I’equazione —6x*+9=13 .

€ x,=—

Riducendo alla forma normale troviamo —6x* —4 = (; e moltiplicando ambo i membri per — 1 si ottiene
6 x*+4=0 in cui il primo membro & chiaramente una somma di numeri sempre positivi, quindi in IR
I’equazione ¢ impossibilee LS. =8
m Determinare in R le soluzioni del’equazione: 8 x’+3=4

Riduciamo prima di tutto I’equazione alla forma normale 8x’+3=4 — 8x’—1=0 , di grado dispari,
_1

T2
Allo stesso risultato perveniamo se procediamo scomponendo in fattori il binomio del primo membro che

risulta essere una differenza di cubi: 8 x’—1=0 — (2x—1)-(4x2+2x+1)=0 e per la legge di

31
quindi si trova I’unica soluzione x= 3

1 . .
annullamento del prodotto 2x—1=0 — x=> V 4x’+2x+1=0 che non ha soluzioni reali essendo

A <0 . Pertanto I.S.Z[%] .

m Risolvere I’equazione 2x'+3=2 .

Riduciamo prima di tutto I’equazione alla forma normale: —2x’+1=0 e si trova cosi I’'unica soluzione

1
reale x=+|— .
*T\2
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B Determinare le soluzioni reali dell’equazione: 3 x- (x2 +1 ): 4-(1+x)—(7x+4)

3x°=0 - x’=0 — x=0 una sola soluzione reale con molteplicita 5 .

B Determinare le soluzioni reali dell’equazione:

X+3=0

. . . . . 3 .
L’equazione binomia assegnata, per quanto detto sopra, ha I’unica soluzione reale x=-— B . Vediamo con

quale procedimento possiamo spiegare il risultato.

11 polinomio al primo membro pud sempre essere pensato come una somma di cubi  x*+3=(x )3 + (i/§ ): 0 ;
scomponendo in fattori si ha | x)3 + (i/§ ): 0— (x +B3 )-(x2— x\B+ i]z? ):0 e per la legge di annullamento
del prodotto (x + i/g): 0 - x=—B V x’=3B x+ i/;z: 0 che non ha soluzioni reali essendo A <0 .

Determinate le soluzioni reali delle equazioni:

—2x+16=0
x*+16=0
—-3x°4+125=0

27 x*+1=0

81x*—1=0

Il
o o o

1
1
‘—4

= ® =

49 x*—25=0

x*—10000=0
x°—64000000=0

81x*=1

GOl —x —1=0

wn S > > slalwllw wllwlwlw
w ] o w Rrlo|oll © S~Elojuls

81
N *-256=0
1 5
LVl — =
243x +1=0
VB ¥’ =33B=0
IS 6x”—12=0

X +15=0
—2x*+162=0
81x*'—1=0

81x*'—1=0

g—lzo
X
8x°—27=0
x'+81=0
3x°+96=0 R.

1
—3:27
X

100000 x’+1=0
x*+625=0
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» 3. Equazioni trinomie

Un’equazione trinomia & un’equazione con tre termini del tipo x*'—5x*+4=0, x°—4x’+3=0,
x'"—x*+6=0 . In generale si presentano nella forma ax*"+bx"+c=0 dove n & un intero positivo e

dove 1 coefficienti a e b sono non nulli.

n

Per risolvere queste equazioni ¢ opportuno fare un cambio di incognita: ponendo ¢=x" 1’equazione

trinomia diventa di secondo grado: at’+b¢+c=0 e da questa, detta per evidenti motivi equazione

risolvente, si ricavano i valori di ¢ . Successivamente, grazie alla relazione ¢=x" , siricavano i valori di
X .

Attraverso alcuni esempi vedremo come procedere alla ricerca dell’.S.
A) Se n=21’equazione ¢ detta biquadratica e si presenta nella forma g x*+b5x*+¢=0 .

Esempio
Risolvere in R I’equazione x'—5x+4=0

L’equazione ¢ biquadratica; facciamo un cambio di incognitae ponendo x’=¢ ; ’equazione diventa
t*—5¢+4=0 ; essendo il discriminante A=25-16=9 positivo si hanno due soluzioni reali distinte
t;=1V t,=4 | Per determinare i valori delle soluzioni dell’equazione assegnata procediamo sfruttando la

sostituzione posta inizialmente, pertanto si ottiene:

da 1,=1 - x’=1 - x;=—1 V x,=+1
da 1,=4 —» xX’=4 - x,==2 V x,=+2

quindi I’equazione assegnata ha quattro soluzioni reali distinte e 1S.={—1,+1-2,+2/} .

PEERisolvere in R I’equazione 2 x*+3 x*—2=0 , completando le parti mancanti.
L’equazione & biquadratica quindi ponendo x’=¢ diventa 2¢°+3¢—2=0 ; essendo il discriminante
A=............ positivo si hanno due soluzioni reali distinte ¢,=—2 V ¢,= 5 Per determinare 1 valori

delle soluzioni dell’equazione assegnata procediamo sfruttando la sostituzione posta inizialmente, pertanto si
ottiene:

1 2 1 _ _ L _ _
da tz_f DXTES DT Vo X,=...... — razionalizzando x,=...... V X,=......
In questo caso 1’equazione assegnata ha ...... soluzioni reali distinte e 1.S.=.........

Determinare I'LS. delle seguenti equazioni biquadratiche:

ERA ' -13x2+36=0 R. 1S:=|-3;3;2;-2]
2x' =20 x*+18=0 R. 1S:=|-1;1;3;-3]
s 37 2 4 S PSP O |
x—9x+9—0 R. I.S.—[ 2,2,3, 3}
s 13 2 4 _1.1.2._2
EX X == x +3=0 R. I.S.—[ L3 3}
s 17 > 1 1
Kl —x+—x-1=0 R.IS.=¢-2:2;—;——

4 { 2 2}
~2x'+ 2 P -8=0 R. 1.S::[—4,-4,%,-—H
A —2x'+82x*-800=0 R. IS:=|-4;4,-55]|
—3x4+8T5x2—12=0 R, [.S::[—3;3,—§;%}
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s 16 2 16 _ _ 2\3 2\B
X 3 X 3 =0 R. ]S—[_z,z,_ 3 » 3 ]
m =732 +6=0 R. I.S::{—l,'l;—\%;\/a
EA - 10x°+6=0 R, 1S:=[-\2:\2;-22,22]
—3x*+9x’+12=0 R. 1§:=[-2,2|
1 4 5 » _ (.
| 68 | —3 X +5x +18=0 R. 1§:=[-3,3|
4 15 > 1 1
D= S LS:i=l-=:2
B D10 R [ ! 2}
4 7 2.9 3.3
_ _ Z = i 1S = - =
C70 TSRS R RS[44]
4 2 _)_ 1.1
—16x*'—63x"+4=0 R 1S:=\=2:7
¥—2x2=15=0 R. 1§:=|-5:5]
¥—2x2=3=0 R. 1§:=|-\B;B]
L’equazione x4—§x220 ¢ biquadratica incompleta poiché manca ................ ; si puo
determinare I’insieme soluzione raccogliendo x* a fattore comune e con la legge di ...........................
concludere x*=......... Voxi= da cui IS ={......... | . E vero che una delle soluzioni ha

molteplicitda due? Possiamo allora dire che 1’equazione assegnata ha quattro soluzioni reali di cui due
coincidenti?

E vero che ’equazione 4 x*—4=0 ha quattro soluzioni reali a due a due coincidenti? R.(F)
Nel procedimento risolutivo dell’equazione x*—8 x>+ 16=0 si determina 1’equazione di secondo
grado ¢t’=—............ =0 con A=......... quindi #;=...... V= e dunque le quattro soluzioni

E vero che ’equazione —x*+2 x>~ 1=0 ha quattro soluzioni reali a due a due coincidenti? R. (V)

Perché le seguenti equazioni non hanno soluzioni reali?
37 9

A) x4+Tx2+Z=0 B) x'—x’+3=0 C) —2x*-x’-5=0 D) —x'-5x"-4=0

Conclusione: ’equazione biquadratica ax* + bx> +c =0

*  ha quattro soluzioni reali distinte se il discriminante dell’equazione risolvente € ................... e se
. e . . b ¢ o . .
risultano positivi anche i rapporti —— € — che indicano rispettivamente la ........................ e
a a
il delle sue soluzioni. Perché?
*  ha due soluzioni reali distinte se il discriminante dell’equazione ...................... € i e
se risulta negativo il rapporto — cheindicail ........................ delle sue soluzioni. Perché?
a
* non ha soluzioni reali se il discriminante dell’equazione ......................... € i e

se risulta positivo il rapporto % e negativo il rapporto —S che indicano rispettivamente il
..................... ela........................ delle sue soluzioni. Perché?
* non ha soluzioni reali se il discriminante dell’equazione ...................... € e Perché?
Senza risolvere le seguenti equazioni, dire se ammettono soluzioni reali:
A) 2x'+5x*=4=0 B) 2x'-5x’+4=0 C) x'-5x"+1=0 D) —4x*+5x’-1=0
R. [si, no, si, no]

IELN Data I’equazione letterale  x>-(x*—2a+ 1)=a-(1—a) , stabilire per quali valori del parametro a si
hanno quattro soluzioni reali. R. a>1
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S

22

2
Determinare I’L.S. dell’equazione 8 x4 6x ;I—xl 4 =4 - 31++4 -
vl X

IEFH E vero che la somma delle radici dell’equazione g x*+bx*+¢=0 ¢&nulla?

Verifica le seguenti uguaglianze relative alle soluzioni (reali) dell’equazione g x*+5bx*+c¢=0 :

2, 2, 2, 2 2b 2 2 2 2_C
A) xi+x,+x3+x,=—— B) Xyt X Xy Xy =
a

R I.S.:[_

PBE Ricordando la regola di Cartesio che esprime il legame tra il segno dei coefficienti di un’equazione di
secondo grado e il segno delle sue soluzioni, completate lo schema sottostante ancora relativo alle soluzioni
dell’equazione biquadratica:

Equazione risolvente Segno coefficienti Equazione biquadratica
2 variazioni 4 soluzioni reali
A>0 1 permanenza- 1 variazione | ..............oooiiiiiinnnn.
b
o x=—- >0
xX=-— % <0
A<O |

B) Equazioni trinomie con n > 2 vediamo come determinare I’L.S. delle equazioni trinomie attraverso
alcuni esempi

Esempi
m Risolvere I’equazione x°—4x’+3=0 .

Ponendo ¢=x’ abbiamo I’equazione risolvente t?*—4¢t+3=0 , le cui soluzioni reali sono =1 ,
t,=3 ; per ricavare i valori di x ¢& sufficiente risolvere le due equazioni binomie x’=1 e x’=3 ,
N . . . . 3
trovando cosi le soluzioni reali per I’equazione assegnata x,=1 V x,= B

. . 4
B Risolvere I’equazione x*—x*—2=0 .

Ponendo ¢=x" arriviamo all’equazione ¢’—¢—2=0 da cui ¢;=2 e ¢,=—1 ; pertanto le due
equazioni binomie da risolvere sono: x*=2 e x*'=—1 , quindi
. =2 5 == v =2 edi queste due, solo la seconda ha soluzioni reali e precisamente
=8 v,=AB .

. x*=—1 che non ha soluzioni reali
concludendo: [.§. = [— 2+ @}
m Risolvere I’equazione x"’+x°+3=1-2x° .

Riconducendo 1I’equazione alla forma normale, troviamo: x'°+3 x°+2=0 ; 1’equazione non ha soluzioni

reali: possiamo infatti osservare che per qualunque valore reale attribuito all’incognita, la somma dei tre

termini a primo membro ¢ >2 e quindi non puo essere =0 . Si osservi d’altra parte che, posto 7=x° ,

si ricavano le soluzioni #;=—1 e ,=—2 entrambe negative e quindi le due equazioni binomie
x®=—1 e x*=—2 risultano essere impossibiliin R .

m Risolvere I’equazione x'’—x’+7=1 .

Riconducendo 1’equazione alla forma normale, troviamo: x'°—x’+6=0 ; l’equazione risolvente
t*—t+6=0 non ha soluzioni reali essendo il discriminante negativo e quindi .S. =&
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Determinare le soluzioni reali delle seguenti equazioni trinomie

A+ 13x'+40=0 R. 1S:=|-2;-35
E3 -4x'+3=0 R. 1.5;:[1;_1;‘{@;_%}
—x°4+29 x*~54=0 R 1S5:=[3;-3B]
%xlo—%x5+120 R L1S:=]1;1%]
EER -3x"-3x°+6=0 R. 1S:=[1,-1]
E 2Ff+6x*+4=0 R. &
—x*~6x"+7=0 R. 1S:=|1,-1]
| 92 | —2x6+67r5x3—220 R. ].S::[z,%}
3 +%x5—48 0 R. 1S:=[1,2]
B 4. 8.4 R ol (ﬁ
3x 9x +9 0 1S :=\—-1; 3

» 4. Equazioni che si risolvono con sostituzioni

Molte altre equazioni si possono risolvere con opportune sostituzioni.

Esempio
(P4 —1=0
Sostituendo ¢=x>—4 l'equazione diventa *—1=0 .E un'equazione binomia che ha per soluzioni
t,=—1,; t,=+1 _ Sostituendo questi valori nella relazione ¢=x—4 siha
—1=x"—4-x'=3-5x=+3
+l=x'—4-x'=5-x=%5

EE (©+1)-8=0 R. 18.=[1]
m 2 xt1 2—3 x+i —-1=0 sostituire . = R. ],S,:[3_2\]ﬁ,-3+2\]ﬁ}
X— X — -
(1) —6(x+1)+8=0 R 18=|—B;—1;1;3]
2
Bl (-+1)=1¢ R. [5=0
X 9
2
99 | x+1 —16(x+1 -0 R, 1.5=(8-3+7,;8+3+7]
( 21 —12(x2—% +27=0 R. I.S:[izT\b_l;i@}
(x+1 P+2(x+1)7=5(x+1)-6=0 R. 1S=[-4;-2:1|
( 1)°—4(x*+1)—19(x*+1)—14=0 R. 18S=[-6;6
3x 3x 1 1
103 - = R L[S=|-:0:%
- x+1 (x—i—l 4 2]
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» 5. Equazioni reciproche

Dato un polinomio ordinato, le coppie di coefficienti equidistanti dagli estremi sono le coppie costituite dal
primo e dall’ultimo coefficiente, dal secondo e dal penultimo, dal terzo e dal terzultimo, ecc. Se il numero
dei coefficienti ¢ dispari (ci0 accade se il grado del polinomio ¢ pari), per convenzione si considera una
coppia di coefficienti equidistanti il termine centrale, contato due volte.

DEFINIZIONI

Un’equazione ¢ detta reciproca di prima specie se, posta nella forma canonica p(x)=0 , il polinomio
p(x) hai coefficienti dei termini estremi e quelli dei termini equidistanti dagli estremi uguali.

Un’equazione ¢& detta reciproca di seconda specie se, posta nella forma canonica p(x)=0 , il polinomio
p(x) ha i coefficienti dei termini estremi e quelli dei termini equidistanti dagli estremi opposti. In
particolare, se p(x) hagrado 2k (pari), il coefficiente di x* & nullo.

+ Lequazione x’—2x’—2x+1=0 ¢ un’equazione di terzo grado reciproca di prima specie.

+  Lequazione 3x*+5x’—4x’+5x+3=0 & un’equazione di quarto grado reciproca di prima
specie.

+  Lequazione —7x'+5x’—5x+7=0 ¢&un’equazione di quarto grado reciproca di seconda specie.

+ Lequazione 3x +2x*'+6x’—6x’—2x—3=0 ¢& un’equazione di quinto grado reciproca di
seconda specie.

+ Lequazione —2x*'+8x’+3x’—8x+2=0 ¢ un’equazione di quarto grado, ma non & reciproca di
seconda specie, in quanto il coefficiente di secondo grado dovrebbe essere nullo.

Il seguente teorema mette in luce una importante proprieta di cui godono queste equazioni:

TEOREMA (delle radici reciproche). Se A ¢ una radice non nulla di un’equazione reciproca di

qualunque grado, allora anche % ¢ radice dell’equazione.

Consideriamo I'equazione reciproca di prima specie a,x"+a, x"
* Ipotesi: x=A ¢ unaradice dell’equazione;
. 1 . .
o Tesi: x= 3 cuna radice dell’equazione.

*  Dimostrazione:
Sappiamo  che  se X=A ¢ una radice allora ¢ vera 1’uguaglianza

a,A"+a, N+ +a,A+a,=0 (&). Sostituiamo % al posto della x nel polinomio al

n n—1
primo membro, si ha: p(%):ao (%) +al(%) +...+a, (%)+ao che, svolti i calcoli, diventa

-1
" tay A

A A"
Osservando il numeratore notiamo che € proprio quanto scritto in (&) e pertanto, essendo il

1\ aytaA+...+aA
pl~ =

denominatore diverso da zero, siha p (% =0 che dimostra la tesi. C.V.D.

Dimostra il teorema per le equazioni di seconda specie.
Dopo aver verificato che x=3 ¢ radice dell’equazione 3 x’—13 x*+13 x—3=0 , verificate che

. . 1
I’equazione ammette come soluzione x 25 .

Analizziamo i metodi risolutivi per le equazioni reciproche.
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Equazioni di terzo grado reciproche di prima specie

Queste equazioni hanno la seguente struttura: a,x’+a, x’+a,x+a,=0 e hanno x=—1 come radice:

infatti sostituendo tale valore al posto della x nel polinomio al primo membro si ottiene:
p(—1)=a,(-1)+a,(-1 +a,(-1)+a,=—a,+a,—a,+a,=0 .

Ricordiamo che secondo la regola del resto, il valore trovato (zero) ci assicura che il polinomio al primo

membro ¢ divisibile per x+1 ; con la divisione polinomiale o con la regola di Ruffini possiamo allora

scrivere a,x’+a, x’+a,x +a,=(x+ 1)-(a0 X’ +(a, —ao)x+a0)=0 da cui con la legge di annullamento del

prodotto possiamo determinare le soluzioni dell’equazione assegnata.

Eseguire la divisione polinomiale tra p(x)=a,x’+a,x’+a,x+a, e il binomio x+1 per
verificare la fattorizzazione trovata. In alternativa usare la regola di Ruffini.

Esempio
Determinare le radici dell’equazione x’—5x*—5x+1=0 .

Si tratta di un’equazione di terzo grado reciproca di prima specie. Una radice ¢ x=—1 per cui possiamo
fattorizzare il polinomio al primo membro eseguendo la divisione polinomiale e ottenere
(x+1) (xz —6x+ 1): 0 . Per la legge di annullamento del prodotto otteniamo la radice x=—1 gia notae,

risolvendo I’equazione x’—6x+1=0 si trovano le altre radici x,=3+2 V2 e x,=3-2 N quindi
LS. =]-1,3+22,3-2:2] .

Dimostrare che, in accordo con il teorema delle radici reciproche, le soluzioni 3+2+2 e
3-2+2 sono numeri reciproci.

Determinare le soluzioni reali dell’equazione 3 x’—5x’—5x+3=0 , completando le parti

mancanti.

L’equazione assegnata ¢ reciproca di terzo grado e di prima specie ammette dunque x=-—1 come

radice.

Infatti p(—1)=.......c.coii

I1 polinomio al primo membro si scompone in  (x+1) (3 X =0 ; per la legge di annullamento
del prodotto avremo x+1=0 — x=—1 come gia noto oppure
3x7 = =0 - x,=...... VX, = > IS ={.. }

“L’equazione assegnata ha tre soluzioni reali di cui le due irrazionali sono ['una il reciproco dell’altra”.

Verificare questa affermazione.

Un modo “alternativo” per determinare I’LS. dell’equazione reciproca a,x’+a, x’+a,x +a,=0 consiste

nel raccogliere parzialmente 1 due coefficienti @, € a; : ao(x3 +1 )+ a, (x2+x):0 da cui
a,(x+1) (xz—x+ 1)+al x(x+1)=0 e raccogliendo totalmente il binomio (x+1) ritroviamo la

fattorizzazione precedente: (x+1)- (ao x*+(a,—a,) x+ ao)z 0 .
Applicare questo metodo “alternativo” all’equazione assegnata nell’esercizio precedente.

Equazioni di terzo grado reciproche di seconda specie

Queste equazioni hanno la seguente struttura: ; e a,x’+a,x’—a,x—a,=0 hanno x=1 come radice,

basta verificare sostituendo tale valore al posto della x nel polinomio al primo membro:
p(1)=a,(1)+a,(1)*—a,(1)—a,=a,+a,—a,—a,=0 .

Procedendo come nel caso precedente si puod ottenere la scomposizione in fattori del polinomio al primo

membro: (x—l)-(a0x2+(a0+al) x+a0)=0 e quindi determinare I’L.S. dell’equazione assegnata

applicando la legge di annullamento del prodotto.

Esempio
Determinare le radici dell’equazione 2 x’—7 x*+7x—2=0 .

E’ un’equazione di terzo grado reciproca di seconda specie. Una radice ¢ x; =1 e pertanto 1’equazione puo
essere scritta nel modo seguente: (x—l)(2 x*=5x+2)=0 . Per la legge di annullamento del prodotto
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otteniamo la radice x=1 gia nota e risolvendo (2x*-~5x+2)=0 si ricavano le altre due radici:

xX,=2 e )63,:l e dunque .S 2{1 21} :
2 2
Determinare le soluzioni reali dell’equazione 2x’—9x*+9x—2=0 completando le parti
mancanti.
L’equazione assegnata ¢ reciproca di terzo grado e di seconda specie ¢ dunque ammette x=+1 come
radice.
Infatti p(+1)=..cccooiiiiiiiiii .

Il polinomio al primo membro si scompone in  (x—1) (2 X = ) =0 . Per la legge di annullamento
del prodotto avremo x—1=0 — x=1 come gia noto oppure
2% =0 - x,=...... VoxX,=...... - LS ={ }

“L’equazione assegnata ha tre soluzioni reali di cui le due irrazionali sono ['una il reciproco dell’altra”.
Verificare questa affermazione.
Un modo “alternativo” consiste nel raccogliere parzialmente 1 due coefficienti g, € a; :

ay[x*—1)+a,(x’~x)=0 da cui a,(x—1)(x’+x+1)+a,x(x—1)=0 e raccogliendo totalmente il
binomio (x—1) ritroviamo la fattorizzazione precedente: (x—1)- (ao x*+(a,+a,) x+ ao): 0
Applicare questo metodo alternativo all’equazione assegnata nell’esercizio precedente.
Attribuisci ad ogni proposizione il valore di verita:
* lequazione ax’+bx’+cx+d=0 ammette sempre x=—1 come soluzione
+ senell’equazione ax’+bx’+cx+d=0 siha a=d e b=c allora x=—1 ¢una soluzione
* in una equazione reciproca di terzo grado la somma dei coefficienti ¢ nulla
+ senell’equazione ax’+bx’+cx+d=0 siha a+d=0 e b+c=0 allora x=1 appartiene

all’LS.
dimostrare che I’equazione reciproca di terzo grado ha sempre tre radici reali.

Equazioni di quarto grado reciproche di prima specie
Rientrano in questa classificazione le equazioni del tipo: a,x*+a,x’+a,x*+a,x+a,=0

Prima di proporre il metodo risolutivo per una tale equazione osserviamo che x=0 non puo essere una
radice in quanto, se lo fosse, sarebbe @, =0 e il grado dell’equazione diventerebbe <3 . Questa
premessa ci consente di dividere entrambi i membri dell’equazione per x* ottenendo ’equazione

a, a
. 2 1 0 . . . .
equivalente alla data ayx +a,x+a,+—+—5=0 da cui, raccogliendo parzialmente &, € a, , troviamo

X

X
1 1
a, xz+—2 +a,(x+—=|+a,=0
X X
1 . . 2 1 ¥ 2 2 1 . 2 1 _ 2 .
Ponendoora t=x+— quindi t"=(x+—| > ¢ =x"+—+2 dacui ¥ +—5=¢—2 esostituendo
X X X X
, . 2, 1 1 -0 : .
trovato nell’equazione @, (X +—|+a; |x+ T +a,=0 ricaviamo la seguente equazione di secondo grado
X

equivalente alla data: ao(t2—2)+a1 t+a,=0 - a,t’+a,t+a,—2a,=0
Trovate, se esistono reali, le radici #; € #, di questa equazione, possiamo determinare le corrispondenti

radici dell’equazione iniziale risolvendo le due equazioni x +%: tLex +% =t, fratte nell’incognita x ,
rispettivamente equivalentia x’—¢, x+1=0, ax’—¢,x+1=0 .

Si hanno soluzioni reali di queste ultime equazioni se e solo se |t |=2 . Infatti, risolvendo rispetto a x
I’equazione x+ % =t ,troviamo: x’—¢x+1=0 e calcolando il discriminante A=*—4 vediamo che
ci sono soluzioni reali se e solo se 1*—4>(0 ovveroseesolose t<—2V t>2 cio¢ |7]|=2 .

Stabilire quale condizione deve sussistere tra i coefficienti dell’equazione
a, (12 - 2) +at+a,=0 - a,t’+a,t+a,—2a,=0 affinché esistano reali i valori della nuova incognita t.
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Esempio
Determinare le radici dell’equazione x*—4 x’+5x*—4x+1=0

Si tratta di un’equazione di quarto grado reciproca di prima specie. Ponendo ¢=x+— arriviamo a risolvere
X
I’equazione 1-(t2—2) 4t+5=0 ovvero ¢*—4¢+3=0 dacui t,=1 e t,=3 Il primo valore ¢, non

da soluzioni reali poiché 1’equazione x+;=1 ha il discriminante negativo (A=...... ) mentre

+\/§ 3—\/3
2 2 '

1
I’equazione x +—— 3 ha due soluzioni reali distinte x,=

3+f3\f}

e X,= L’equazione assegnata

ha LS.=
‘ [2 2

Completare il procedimento per la ricerca delle soluzioni dell’equazione reciproca
2x'+3x°-16x*+3x+2=0 .
Dividiamo ambo i membri dell’equazione per x” , certamente diverso da zero e otteniamo:

2x’+3x-16+3~+2-L=0 5 2.[x+ L
X b X

- 2843¢-20=0 > t,=......... Vi, =

S o . .. .. 1 1
Poiché i valori di t soddisfano la condizione le |7|>2 equazioni x+;= t, e x+; =t, hanno entrambe

soluzioni reali distinte .................cccveiiieiieeiieiiieeinn.. pertanto LS. ={.......ccccoiiiiiii. }

Equazioni di quarto grado reciproche di seconda specie

. . . . 4 3 . .. . . N
Fanno parte di questa classe le equazioni del tipo: a,x"+a,x —a, x—a,=0 incui il coefficiente di x> &

nullo.
. . . . 4
Per risolvere questa equazione, raccogliamo parzialmente @, € @, ottenendo: a,|x ) (x3 - x) =0

0
dacui gq, (xz— 1 )(x2 + 1)+ a,x (x2 -1 ) 0 e raccogliendo totalmente il b1n0m10 (x2 - 1) possmmo
ottenere la fattorizzazione del polinomio al primo membro dell’equazione: x - 1)(a0 x +1 +a x) 0
ovvero (x—1)(x+1] (a0x2+ a, x+a0):0
Per la legge di annullamento del prodotto si hanno quindi le due radici x,=1, x,=—1 ¢ le eventuali radici
reali dell’equazione a,x’+a, x+a,=0 .

Stabilire quale condizione deve sussistere tra i coefficienti dell’equazione a,x’+a, x+a,=0
affinché esistano reali le sue soluzioni.

Esempio
Determinare le radici dell’equazione x*—8x’+8x—1=0 .

Si tratta di un’equazione di quarto grado reciproca di seconda specie (si osservi che il coefficiente di secondo
grado ¢ nullo); mettendo in evidenza il binomio (x*—1) abbiamo: (x>~ 1)(x*~8x+1) da cui, risolvendo
le equazioni x’—1=0e x’—8x+1=0 , otteniamo tutte le radici:

;1 4+15, 4—A15|

=1V x,=—1V x;=4+I5 vV x,=4-15 cquindi 15 =1
Determinare per quale valore di & , I’equazione (2 k —\2)x*+5x°—5x—2~2=0 ¢ reciproca.
\ 3
Bveroche LS.=[+1;-1} ? R. k:E\E

Equazioni di quinto grado reciproche di prima specie

Fanno parte di questa classe le equazioni del tipo: a,x +a, x*+a,x’+a,x’+a,x+a,=0 .
Con il raccoglimento parziale possiamo scrivere: a, (x5 +1 )+ a, (x4+ x) +a, (x3 +x° ): 0 e, ricordando la
formula per la scomposizione della somma di potenze, abbiamo:
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a,(x+1) (x* =X+ 22— x+ I)Jra1 x(x+1) [ —x+1)+ a,x’(x+1)=0 da cui raccogliendo totalmente il
binomio (x+1) ricaviamo: (x+1) (ao (x' =X+ x*—x +1)+a,x(x*—x+1]+a, x2):0 e quindi la
fattorizzazione del polinomio al primo membro:

(x+1) (a0x4+(a1—ao)x3+(a2—al+a0) X+ (a,—a,) x+a0):0
Infine con la legge di annullamento del prodotto si determina la soluzione reale x=—1 e con i metodi
analizzati in precedenza le soluzioni dell’equazione di quarto grado

(ao x*+(a,—a)) ¥’ +(a,—a,+a,) X’ +(a,—a,) x+ a0)= 0 e infine I’Insieme Soluzione dell’equazione
reciproca di quinto grado.

Si osservi che la stessa uguaglianza puo essere ottenuta mediante la divisione polinomiale, dal momento che
una radice ¢ x=-—1; la nuova equazione da risolvere ¢ di quarto grado di prima specie:

ayx*+(a,—a,) x’+(a,—a,+a,) x*+(a,—a,) x+a,=0 e il suo insieme di soluzione si ottiene con i
metodi esposti in precedenza.

Esempio
Determinare le radici dell’equazione 6 x° +x*—43 x> —43 x* +x+6=0 .
L’equazione ¢ di quinto grado reciproca di prima specie. Una radice ¢ x;=—1 ; con la divisione
polinomiale, I’equazione puo essere allora riscritta nella forma seguente:
(x+1) (6 x'=5x"-38x"—5x+6 ): 0 . Risolvendo I’equazione di quarto grado reciproca di prima specie
4 3 2 . . . — — 1 —_ — 1
6x —5x—38x"—5x+6=0, si trovano le altre quattro radici: x,=—2, x3——3, x,=3,¢ x5—§
1 1
LS. =-1;,-2;,—=; 3, =
2 3

Verificare mostrando tutti i passaggi le soluzioni dell’equazione reciproca di quarto grado
dell’esempio precedente.

Equazioni di quinto grado reciproche di seconda specie
Fanno parte di questa classe le equazioni del tipo: a,x’+a,x*+a,x’—a,x’—a,x—a,=0 .

Con il raccoglimento parziale si ottiene q, (xs —1)+ al(x4—x)+a2(x3—x2):0 e applicando la formula per
la somma di potenze, si ha: ao(x—1)(x4+x3+x2+x+1)+a1x(x—1)(x2+x+1)+a2x2(x—1):O da cui,
raccogliendo il binomio (x—1) si ottiene (x—l)(ao(x4+x3+x2+x+1)+alx(x2+x+1)+a2x2):0 e
quindi (x+1)(a0x4+(al—ao)x3+(a2—a1+a0)x2+(al—ao)x+a0):0

Una radice ¢ x=1 e le altre provengono dall’equazione di quarto grado di prima specie:
a,x*+(a,+a,) X’ +(a,+a,+a) x*+(a,+a,) x+a,=0 .

Esempio
Determinare le radici dell’equazione x*+2x*—5x’+5x*—2x—1=0 .

E’ un’equazione di quinto grado reciproca di seconda specie. Una radice ¢ x;=1 ; con la divisione
polinomiale, I’equazione pud essere riscritta nella forma seguente: (x—l)(x4+3x3—2x2+3 x+1):0 .

Risolvendo I’equazione di quarto grado reciproca di prima specie x*+3 x’—2x*4+3x+1=0 , si trovano
altre due radici reali: x,=—2+ VB e X, =—2— B , pertanto  [.S. = [+ 1;—24+\B;-2 —\/5}

BEEEN Nell’equazione (2—a)x’—x*+(3+a)x’+2bx*+x+5b=0 determinare a e b in modo che

. . . 11 5
I’equazione sia reciproca. R. a= - b= =

Vi proponiamo un esempio di equazione reciproca di sesto grado:

Esempio
Determinare le radici dell’equazione —x°4+6 x’+6x*—6x*—6x+1=0 .

Si tratta di un’equazione di sesto grado reciproca di seconda specie (si osservi che il termine di terzo grado ¢
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nullo); ’equazione ammette per radici x,=1 € x,=—1 , quindi possiamo dividere il polinomio per il
binomio (xz—l) , ottenendo come quoziente —x*+6x’+5x’+6x—1 ; si tratta allora di risolvere
un’equazione di quarto grado reciproca di prima specie. Si trovano in questo modo altre due radici reali:
7435 71—

2, T ¢

b

Eseguire la divisione polinomiale tra il polinomio primo membro dell’equazione assegnata e il
binomio (xz—l) .

Eseguire tutti i passaggi per determinare le soluzioni dell’equazione reciproca di quarto grado che
compare nell’esempio precedente.

X =3x2=3x+1=0 18.=[2—3;2+3,-1|
2x°—3x*=3x +2=0 R. S:{%j -1
6x>+7x2—Tx—6=0 R. S:[ %—% ]
253 45x 4+ 5x+2=0 R. 1S5=[-1]
¥=3x*+3x—1=0 R. I15=1)
PRl - 5x°+8x*—5x+1=0 R. 52{32_@ 3+45 ]
BN 343 +4x-3=0 R, 718=[1]
2x'=5xX+5x-2=0 R. S:[%, ]
—5x*+3x°—3x+5=0 R. S:{ 1:1]
2xX°-3x"+4x—4x"+3x-2=0 R, 18=[1]
EEA 2+ +8x°—8x+2=0 R. 1S5=[2-V3,2+V3;-1;1]
_|_

2% —5x"—5x+2=0 R. x=-1;x= ! ‘;/_ =1 F
TN 3x°—6x°—6x+3=0 R. x:—1,~x— J_ :3_2@
5%°=7x24+7x—5=0 R. x=1
4x°—20x*+20x—4=0 R. x=1;x=2+V3;x=2—13
BN 5x°—5%x°—5x+5=0 R. x=1;x=—1
4%’ —9x>+9x—4=0 R. x=1
%x3+%x2—%x—%=0 R. x=1;x——%;x——% )
Ol —2x°+10x°+10x—2=0 R. x=—1;x=3+2V2;x=3-2V2
141 x4—%x3—%x2—§x+1=0 R. x=3,‘x=%;x=—2;x=—%
142 x4—2x3—£x—2x+l =0 R. x:—l,'x=4;x=l

4 2 4 4
IEN X' —4x’+6x°—4x+1=0 R. x=1

10 10 B B 1
WVl 2 +—x+1=0 R. x=—3;x=——

3 3 3
WEN o —4x’+2x*—4x+1=0 R. x=2+3;x=2—3
146 x4—x3—|—x—1:0 R. x:l;x:—l
YN ' —6x’+6x—1=0 R. x=1:x=—1:x=342V2:x=3-22
W 3%’ +2x°—3x+1=0 R. :3+2\/§;x=3_2\6
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x'=5x’— 125" —5x+1=0
3x' =X +x—3=0

2x = 5x°+4x*—5x+2=0
2x*' =X’ +4x* —x+2=0
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